MAXIMO MITACC MEZA
WWW.FREELIBROS.COM

QUINTA EDICION


http://WWW.FREELIBROS.COM

CALCULO I

QUINTA EDICION

Ninguna parte de este libro puede ser reproducida, archivada o transmitida en forma
alguna o mediante algun sistema, ya sea electrénico, mecénico, de fotoreproduccion, de
almacenamiento en memoria o cualquier otro, sin el previo y expreso permiso por escrito

de Maximo Mitacc Meza.
Impreso en el Perd Printed in Peru

Impresién, diagramacién y composicion en los Talleres graficos de

Editorial THALES S.R.L.

Editorial THALES S.R.L
Los Tucanes 241 Santa Anita Lima - Peru
Telf. 362-1032

RUC 20251114782

| de? libro se termind de imprimir en

Junio del 2011

PROLOGO

Con la experiencia obtenida en las ediciones previas; Calculo I, sale
totalmente aumentado, corregido y con una nueva diagramacion.

Calculo 111, ha sido escrito como texto para un curso de tercer semestre, a
nivel universitario, cuyo contenido se adecta a los planes de estudio de las
carreras: Matematica, Fisica, Ingenieria, Quimica, Economia, etc.

Las principales caracteristicas de Célculo Il son: la forma clara y sencilla
pero rigurosa de exponer la teoria y la gran cantidad de ejemplos practicos, asi
como también un gran nimero de graficos, los cuales permiten una mejor
comprension de los temas expuestos.

El objetivo principal de ésta obra es brindar al lector el mejor entendimiento
y comprension profunda de los temas de Célculo Diferencial e Integral de
funciones de varias variables con valor real.

El estudiante y el profesor que estd vinculado con el quehacer de la
matematica, encontrara en este libro una gran ayuda para las evaluaciones y en la
preparacion de clases respectivamente.

Célculo 1Il, consta de siete capitulos; en el capitulo 1 se estudia a las
funciones vectoriales de una variable real. El capitulo 2 esta dedicado al estudio de
las funciones de varias variables con valor real, poniendo énfasis en el desarrollo
de los temas de Limites y continuidad.

En los capitulos 3 y 4 se hace el estudio de las derivadas parciales de
funciones de varias variables y sus aplicaciones en la solucién de problemas de
maximos y minimos. Se presenta también para ello el método de los
“Multiplicadores de Lagrange”. El capitulo 5 estd dedicado al estudio de la
integral doble y la integral triple de una funcién de dos y tres variables
respectivamente, junto con sus aplicaciones, que consiste en el célculo de éreas,
volimenes y centros de masa. Para facilitar el calculo de éstas integrales, usamos
el Jacobiano de una transformacion.

En el capitulo 6 se estudia a las integrales de linea y de superficie, con
aplicaciones a la fisica. También se desarrolla aplicaciones del Teorema de Creen
en el cual se ve una relacién importante entre la integral doble con la integral de
linea.



Finalmente el capitulo 7 estd dedicado al estudio de sucesiones y series de
nimeros reales.

En cada capitulo, se presentan ejemplos completamente desarrollados y
ejemplos en los cuales el estudiante deberd efectuar a modo de ejercicio los
calculos de los pasos intermedios. También se propone una gran cantidad de
ejercicios, la mayoria de ellos con sus respectivas respuestas, para que el
estudiante verifique sus resultados.

En esta quinta edicion se ha hecho una revisién meticulosa del texto y
correcciones de algunas fallas relacionadas al texto y a las graficas.

Quiero expresar mi agradecimiento a los lectores por la acogida que brindan
a esta presente obra.

Asi mismo, expreso mi profundo agradecimiento a todas aquellas personas
que directa o indirectamente contribuyeron a la realizacién de este obra, en
especial a mi sobrina Consuelo Meza Lagos, quién dedicé su valioso tiempo para
mejorar significativamente la redaccion del contenido del texto.

El autor
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CAPITULO 7: SUCESIONES Y SERIES
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Criterio de RAADE.......coiciceiieeeee et 401 Ejemplo 1. Halle el dominio de las siguientes funciones vectoriales:
74 Series altemadas 405 2) ICO = (12 InCt- 2); VA- 1) b) g(t) = AL _iin(- D]
Criterio de la razén absoluta..........cccocvueoeneiiceie i 409
75  Series de potencias 413 Solucion
Operaciones con series de POtENCIaS.........coowvrveerverreerrrnrinreanns 421 a) Si /i(t) =t2f2{t) = In(t- 2) y /3(t) = V4 - t, entonces
7.6  Series de Taylor y Maclaurin 425 Da = R, Dh = <2;+00) y Dh = <-00; 4)
Luego,
Df = Dfxn Dfz n Dfz = (2:4)
1
b) Si 5i(0 =J~r"’92C0 = y 03* = In™ " " “entonces

Dgt=R- {-2}, DR =<-3;3>y Dg =<-00;1}
Luego,

Da=DyinDg2nDg3 = (-3:-2) U(-2:1)
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Observacion 1. Sea f(t) = (ACO; /2(t) ;/n(t) la regla de
correspondencia de lafuncion vectorial f Si esta regla de correspondencia la
escribimos en laforma

r*i =aco
X2 —/2(0

i —Ad

Se dice que la curva es una curva parametrizada en el espacio En , y las
ecuaciones se llaman ecuaciones paramétricas de la curva

Si en las ecuaciones paramétricas de la curva g se elimina el pardmetro t, de tal

manera que aparezcan ecuaciones en términos de xI1tx2, ...,xn , estas ecuaciones
reciben el nombre de ecuaciones cartesianas de la curva &

Observaciéon 2. En algunas situaciones, las funciones vectoriales se utilizan
para determinar el movimiento de una particula a lo largo de una curva & cuya
posicion en el tiempo t es CA(t); /2(0; -;/n(0)- Asi, si /:/ - Mn es una
funcién vectorial tal que f(t) = (A(t); /2(t);...;/n(t)) , ewfowes /(t) es el
vector deposicion del punto f2(t); ...;/n(t)) "~ lacurva & En lafigura
/. 1 se observa que cuando t toma valores de menor a mayor en el intervalo L el
extremo del vector de posicién f{t) traza ja trayectoria de la curva £ indicando

su orientacion.

Fig 11

FUNCIONES VECTORIALES
Ejemplo 2. Troce la imagen de las siguientes funciones
a) /(t) = (1 4-13;t2) b) h(t) = (t; t; t2)
c) g(t) = (4eost;5sent) d) r(t) = (eost;sent;t), t>0
Solucién
a) Las ecuaciones paramétricas de la curva descrita por la funcion vectorial
/ es

. (1
. V-"3teR
Al eliminar el parametro t en las ecuaciones paramétricas, se obtiene

y —(x —1)2/3
La gréafica de esta ecuacién cartesiana se muestra en la figura 1.2

b) Las ecuaciones paramétricas de la curva descrita por la funcion vectorial g es

(x =4eost
2 (y= %senf'tEE

Para eliminar el parametro t en las ecuaciones paramétricas se despeja eos r y

sen t, esto es

X A
eost—- ysent=—
4 N

Luego, al utilizar la identidad cos2t 4-sen2t = 1 resulta la ecuacion
cartesiana

INE

16 + 25
La gréafica de esta ecuacion cartesiana se muestra en la figura 1.3
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Fig 13
c) Las egjaciones paramétricas de la curva descrita por la funcién vectorial g es
X —t
I y=t,t6R
z =12

Al eliminar el parametro t en las ecuaciones paramétricas, se obtiene que los
puntos de la curva estan situados en la interseccion de las supefficies
y=Xyz=x2

La gréafica de la curva se muestra en la figura 1.4

d) Las ecuaciones paramétricas de la curva descrita por ia funcion vectorial r es
X = eost
{321 =sent ,t G[0;+00)
-t

Al eliminar el pardmetro t en las dos primeras ecuaciones, se obtiene ia
ecuacion cartesiana

X2+y2=1

FUNCIONES VECTORIALES

Esta ecuacion indica que la curva se encuentra en un cilindro circular recto de
radio 1, con eje de simetria el eje z. Con la tercera ecuacién z = t se localiza
los puntes de la curva sobre el cilindro circular recto.

La imagen de la funcién vectorial r se denomina hélice circular recto.

(Fig. 1.5)

OPERACIONES CON FUNCIONES VECTORIALES

Definicién 2. Sean/,#: R -¢ iRn funciones vectoriales cuyos dominios son Of 'y
D respectivamente, y sea tp: R —*  una funcioén real con dominio D" . Las
regias de correspondencia de las funciones / + g,f —g, <p/ y f *9 son

a (/+gm =/(O +0(0. te(Df nDg) = Dfg
by (/-gm =/(O - 9(0. t6 (Df nDg) = Df.g

c) (<p/)(0 = «>(0/(0 = <KO(/i(0; -;/n(0). te ¢V =Dv r\Df
n

d) (/ +g)i0 = /(O *ai0 =T/i(O0&0. tE =DrnDs
&1
e) Sif,g:E.-> K3 son funciones vectoriales con imagen en e! espacio IR5,
entonces la regla de correspondencia de la funcién producto vectorial / x g
es dada por

(/ xgm =/(0O x5(0- t£ DfXg=Df nDg

Ejemplo 3. Dadas las funciones vectoriales

() =6t y g0=(f 1)
Halle @) C/+5)("1) b) (/*<?)(!) c¢)(/x5)(2)
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Solucién b) Ln este caso, para parametrizar la curva de interseccion se elige
a) Setiene,/(-1) = (-1;-1;1) y 5(-1) = (-1; 1;-1).Luego, x =t dedonde y = 2y z = 16t2+ 9t4
F +9)(~1) =/(-1) +g{-1) = (-1;-1; 1) + (-1; L;-1) = (-2; 0; 0) Por consiguiente, la funcion vectorial que representa a la curva de interseccion

de las superficies es

b) Como /(I) = (1;1;1 7(1) = (1;1;1), entonces
) (= Gy al)= (L1 g(t) = (t; t2,16t24 9t4), tG |

(/+gX1) =/(1) «g{1) = (L; ;1) < (1;1;1) =3
c) Dadoque/(2) = (2;2;4) y g{2) = (2; 4; 8), entonces

r /.« EJERCICIOS
(fx5)(2)=/(2)x5(2)= 2 2 4 = (0;-8;4) ITrace lagréafica de la imagen de las siguientes funciones
2 4 8 a) /(t) = (eost;sent) b)/(t) = (3 cosht;5senht)
fl-12 2t \
Ejemplo 4. Halle una funcion vectorial que represente a las siguientes curvas ) /(0 =( ; TTtij d)A =72 sent; 4cos”
a) 9x2+4y2= 36 b =x2- 4x +1
Solu)cic’)n y )Y &) /(1) = (3 + t5;t2+ 1) DI() = (12+ 3 1+13)
a) Lacurva es una elipse con ecuacién canénica g) /(c) = (t; Csen t). t e [0; 471 h/(t) =1t —:—
*2 y2 fx\2 fy\2
4 / 3t 3t2

H = . . > H = VAL
Hay muchas maneras de parametrizar esta curva, una de ellas es elegir ) /(O = (acost;asentbt)a >0 j) /(t) = (YT T3

X .
- = eost y Y —sent <>x = 2eos| yy=3sent K /(t) = (3sent;5cost;7), £e [0; 2]

Luego, la funcién vectorial que representa a la curva es 2.- Determinar el punto de interseccion de la recta
I(t) = (2cost ;3sent), te E f(t) = (9 +3L-10 —4t; 7 + 2t) con el plano YZ.
b) Una parametrizacion natural de esta curva es elegir x = t. De donde,

y=t2—-4t47 3.- Encuentre una representacion paramétrica de las siguientes curvas
Por tanto, la funcién vectorial que representa a la curva es a) x2+y2 = 9 z=0 R.a(t) = (3cost; 3sen t; 0)
g(t) = (t;t2- 4t4-7), tG1 b) x24y2 - 6x-4y+12=02=0

c)y=3x2,z=0
Ejemplo 5. Halle una funcion vectorial que represente a ia curva de interseccion d (x- 1)244(y-2)2=4,2=0 R a(t) = (1 42cost;24sent;0)
de las siguientes superficies.

Q) x24y2=16 yz=xy b)z= 16x2+09y2 yy = x2 4.- Sean /(t) = (t24-1;0;£3) y ~(t) = (sen t; - cosi; 0). Halle
Solucién a) /(a +¢) b) g(t —3) c)/(sen ¢) x #(t24-1)
a) Una manera natural de parametrizar la curva de interseccion de ias superficies . y . .
es elegir 5.- Defina una funcion vectorial del intervalo [a; b] sobre el segmento de recta

X = 4eost yy = 4sen £ Entonces z = 16 eost sen t de extremos POy  de iRn.

Luego, la funcion vectorial que representa a la curva de interseccion de las . ., . . _
superficies es 6.- Defina una funcion del intervalo [-2; 2] en E3 cuya imagen sea el triangulo

/(O = (4eost;4sen t;16eost sent), tER de vertices (3;2;—1),(2;0;1) y (1, —=21)
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7-Sean /(1) = (21-1;V 4-12), A(t) = (In(t + 1); Vi2 + 2t - 8)

Calcule f +g, f «g, f x g, 4/ —2g ,y sus dominios de definicion.

12 LIMITE DE UNA FUNCION VECTORIAL

Definicion 3. Sea /: E -> En una funcion vectorial dada por

1(0 = (1i(0;/2(0; -;/,, (). £e K

y sea t0 un numero real cualquiera. Entonces
lim/(t) = (lim A (t);...; lim fn(t
t->t0 (t) EJ-»tO () ( ))

siempre que existan lim/;(t), i= 1,2,...,n

Ejemplo 6. Calcule tl_i)%/(E) (en caso exista) de las siguientes funciones

vectoriales
n 11 £
t»=0
b / _e-e Int sen (t- 1)
)(O_t—lzi-E: t- 1 vy ~
, N 11 —ecosigzen f) eost - eos(sent) 1 \
O /(0 = y—ssibi {71 “hFnyt 0=0
\Y/ tan(vT~T) t- 1
Solucién
i, 1“Vt+1 t \ T _
)Ry Sl e T T e g M lim 2 =
5 /t"_/ —e Sy Int sen (t—1)\ e
)h’tg()_\klgll T r-Iy_v(e’-’)7
., " I. l-cos(seni) , eost- eos(sen t) 1\
c) lim/(t)=_lim--—--———- V ----- lim ;lim
t*n \t->0 sen2t 0 t2 thot +n)

-(X)

FUNCIONES VECTORIALES
r*f

d lim/(t) = [l (2 - t)tan(2t}; lim56” Iim—---; = (e2tt;l;
t-1 \

i)
V*- «itan(VF™l) wt-1 )

1
2

PROPIEDADES OPERACIONALES DE LIMITE DE FUNCIONES
VECTORIALES

Sean f,g: E -> En funciones vectoriales de una variable real tales que
lim/(t) = b= (b y lim #(t) = a= (a® ...;an)

y sea ¢ E -> E una funcion real tal que tI_i;rso(p{t) = o, entonces

i) tl_il?o[/(t) + 2r(t)] = lim/(t) + limg(t) =b+4

i) Nim[/(t) - GO = lim/(t) - lim#(t) -b-a

i) tI_—!)rgg)["(t)S(t)] i OTM <P§Ot))tcl)|m 5(t))-

iv) t!i>rtrg)[/(t) *5(1)] = {,J_L%/(t))/ e (lim 5(t))/: b»a

V) I|m [/(t) x M(1)] = (tllm /(t)) X (limA~ gt,)t)— b Xa (solo en IR3)

] (sent 1\
Ejemplo?. Sean/CO"—~—;e0st;- - j y
/1 4 eostl \

#(t) = (---—mom- ;- oent+ i
sen i eos T /

funciones vectoriales con imagen en el espacio R3. Halle:

Q) Hml[/(1) » 9] b) 1ynl/(i) x #(1)]

Solucién
) / sen t . oo 1\ 1\
a) lim/(t) = lim--—-—- ;limeos i ; lim--------- = ( ;—1,—1
tAn \t->n  t ' t-*n t>nt + Tt 2u)
I _/I_ 1+eost|_| | y 0:
tma = g eas imesen ¢ ‘) = 0=
Luego,
8
lim [/(t) = 0(t)J = (lim /(7)) * (Imj5(t)) = (0; -1; SR
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b) Um[/(0 x 5(1)] = (lirn/(t)) x (lim~(t)) = (0; _1i¢ ) x C%-l;w)

k
- 212
1 0.0

o -1 T on :
o -1 n
EJERCICIOS

1.- Calcule tIirrt1o/(t) (en caso exista) de las siguientes funciones vectoriales
=
a) /(O =(v?: t2; sent), t0=2

b) /(t) =(Int;V5+t2Z"Ar), t0=2

/ot 3+5t  ,\
0=3
(senlt senSt tan3I\ .

6):(0‘ rTZ+)*D—1

—E~—1 _senAt - 1) 1—t —_
o — e 1_ ..... 1
07(0 Int' iz—1 sennt)

(t—tant i |
{/t—sent’t et—1 ficost

Om

g) /(1) cot(t) ) to=10

2.-Si /(t) =M+ jN|;t+4; 7] ,determine Hm_/(t) y iim+/(t)

f~f"i V2£ —4 h V8 -
"— o5 14t i- HaIIe Jim /(t)

3- Si/(t) = (c ; .
5+ [2ti V64 sen (t - 6) —t2

1.3CONTINUIDAD DE UNA FUNCION VECTORIAL

Definicién 4. Una funcion vectorial f:1-* R n es continuaen el punto tce /.
y solo si. las funciones coordenadas /;:/ -> R son continuas en t0. i = 1,2,...

FUNCIONES VECTORIALES

(t2 sen{nt) Int + I\I
+1 'CO(TI) " t+2)

Determine si la funcion vectorial es continuaen t = 1.

Solucién

Las funciones coordenadas

hjemplo 8. Baﬁa la ’Funcmn vectorial {(t) =

e t2-1 sen (t) Int+ 1
=7TT: y rm =T+2-

son continuas en t — 1, pues

lim/i(t) = 0= /i(1),Im /2(t) = 0= /2(1) y lim/3(t) = i = /3(1)

Luego, la funcién vectorial / es continuaen t = 1.

PROPIEDADES
Sean /, €. | ->Rn funciones vectoriales continuas en el punto t0 G/. Entonces

i) Xf es continua en t0, siendoAuna constante real.

ii) / £9 escontinuaen to

iii) / g escontinuaen to

iv) / x g escontinuaen iQsolamente para funciones con imagen en R3)

Observaciéon 3. Unafuncién vectorial f:R-* En es continua en el intervalo
/ ¢: R, si es continua en cada uno de los puntos de |

Ejemplo 9. Determine si las siguientes funciones vectoriales son continuas en el
punto t0 indicado.

(sent In cost-IV
M= STAZ

b) g(t) =(1-t In(2t- 1); t3+ 1), t0=0
Solucién
. sen t . )
a) La funcion coordenada fx{t) = —— no es continua en t0, pues /i(0) no esta

definida. Luego, la funcion vectorial f(t) no es continua en tQ= 0.

b) La funcién vectorial g{t) = (1- t; In(2t- 1); t3+ 1) es continua en
t0 = 1, pues las funciones coordenadas gx(t) = 1- t,g2(t) = In(2t- 1) y
9z(t) = t3+ 1 son continuas en t0 = 1.

11



CALCULO 1l
EJERCICIOS

1- Analizar la continuidad de las siguientes funciones vectoriales en los
intervalos que se indican

a) /(O = (V4-t2,In(B- t);ecq), t£[-2;3)
(22resen bioon M OGN o
3 In(t) + 1) , Sit £ [1;2]
Qm _ (sen 2tj, sit £ [0;1>
(—1;0;3) , sit &[1; 2]

2.- Determine la continuidad de las funciones vectoriales en el punto indicado

((a 4 r arcsent 1\
b) /(t) =]l e l--—--;sentsen -J, sit O
v (5;0;0) ,sit=0

3.- Encuentre los puntos (si es que existen) donde las siguientes funciones no son
continuas

a) /(O = (et-,t\senh i), Df = [0; 4]
[ sent\
1(t; — ), sit£(0;n]

(0; 1), sit=0

¢) /(0 = (t; t; U2A]]); t € [0; 8]

r(-t; —2t;t) , sit£[-2;0]
d) /(1) = ((tL3(t - 2)2'3; t2), sit £ (0;2]
[ ((t+3)V3(i_2)23; i+ 1;2t+6) , - site (-00;-3]
e f(0 =jA 3;(t- 1)In(t+4); V (t-1)(i +3)4 ,sitE(-3;1]
I (3t—3; —e;sen (nt)) Sit £ (1; 400>
12
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4.- Demuestre que si /:/ -> Rn es una funcién continua en / entonces ||/|| es
continua en /.

14 DERIVADA DE UNA FUNCION VECTORIAL

Definicion 5. Sea /: R Rn una funcién vectorial con dominio Df.
La derivada de la funcidn vectorial / en cualquier punto t G Df es la funcion
vectorial f\t) dada por

Cdf(t) . I(t+f)-/1(0
e A LU h T

si el limite existe.

Si /' (t0) existe para t0 G Df , se dice que / es derivable o difercnciable en t0.

En general, si /'(t) existe para todo t G/ ¢ Df. entonces se dice que / es

derivable en el intervalo | c: Df.

INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA DE UNA
FUNCION VECTORIAL

Sea/: | -=> Rn una funcién vectorial derivable en el punto t0 G /.

d/(t0)

Geométricamente, /'(t0) = es un vector tangente a la curva trayectoria

de/(£) en el punto/(t0) (Fig- 1%)

13



CALCULO

Definicion 6. Sea/: 1-> Rnuna funcion vectorial derivable en el punto t0 E /.
La ecuacion vectorial de la recta tangente a la curva trayectoria de / que pasa por
el punto /(t0) y es paralela al vector /'(t0) es

Lt:(x;y\z) =/(t0) + t/'(t0),t 6 R

El siguiente resultado nos proporciona un procedimiento conveniente para
calcular la derivada de una funcién vectorial, en términos de las derivadas de las
funciones componentes.

Teoremal. Si /(t) = (/i(t);
imagen en el espacio Mn, donde /i(t); f2(t)\..
derivables, entonces

n o = CAQY); (1))

...;In(0) es una funcién vectorial con
son funciones reales

Observacion 4. Si una particula se mueve a lo largo de una curva &en el espacio
de modo que su vector posicion en el tiempo t es

/(O = (A(0; ACO; #+;/n(0); entonces, el vector velocidad i?(t) y el vector
aceleracion a(t) de la particula en el instante t son dadas por

v(t) =f'(t) = (fi(0;/2(0; ...;/i(0)
a(t) = v'(t) =/"(t) = OVCO; /2(i);
El vector velocidad i;(t) tiene la direccién del vector tangente a la curva &en ei

punto f{t) y el vector aceleracion a(t) apunta hacia el lado concavo de ia curva Q
(lado hacia donde se doble la curva).(Fig. 1.7)

I I médulo del vector velocidad v (t), esto es,

14
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IWOII = II/'COIl = VCA'COJ2 + [/2(t)P + - + [In'()]2

se denomina rapidez de la particula en el instante t.

Ejemplo 10. Halle la derivada de las siguientes funciones vectoriales:

a) /(O
b) g{t)

Solucioén

((t + 1)3;arctan(2t2) ; e~3t)

(cos(4t);5en (2t) ; el2)
»>/m(0 = (3 +
b) 5'CO = (-4 sen (41); 2cos(2t);2tef2)

Ejemplo 11. Sea/(t) = (i arccost - Vi - i2; In(VI +i2) - tarctan t; e~i2)
Calcule/'(0) y/"(0O).

Bluci()n

f'(t) = arccost

= (arccost; —arctant; -2 te~t2)

n 0)=(];0; 0

0/"(0 = (— - ~ 2:-2e-f2+ 4t2e~t2
A (Ni-i2 1+12 " / )

"(0) =(-1; -1; -2)

Ejemplo 12. La imagen de la funcién vectorial f(t) = (et_1; e-2(t_1)) describe

la trayectoria de una particula que se mueve en el plano XY.

il) Trace la gréfica de la trayectoria de la particula.

b) Dibuje los vectores velocidad y aceleracion parat = 1.

c) Halle la ecuacion vectorial de la recta tangente a la curva imagen de / en el
punto A(e; e-2).

Solucién

a) Las ecuaciones paramétricas de la curva S descrita por la funcién vectorial

f es

(x —£c=*
= te E

15



CALCULO 1lI

Al eliminar el parametro t en las ecuaciones paramétricas, se obtiene la
ecuacion cartesiana

1
y=-7,*>0

La gréafica de esta ecuacion se muestra en la figura 1.8.

b) Los vectores velocidad y aceleracion en cualquier instante t son

v(® = ['(0 = (e*~i; —2e~2(t*1))

Parat = 1, los vectores velocidad y aceleracion son
vi) = ;=) y a(1) = (1;4)
cuyas graficas se muestran en la figura 1.9.

c) El vector de posicidon del punto de tangencia A(e; e“2) se obtiene cuando
t=2,estoes, /(2) = (e; e~2)
Luego, el vector tangente a la curva g es

I'(2) = (e; —2e~2
Por tanto, la ecuacion vectorial de la recta tangente a la curva en el punto A es

LtNO; y; z) = (e; e~2) + t(e; -2e~2), tER

16

FUNCIONES VECTORIALES
REGLAS DE DERIVACION

Sean f,g:1 > funciones vectoriales derivables de t, ¢ una constante real y
R una funcion real derivable de t. Entonces se tiene:

14080

2.-Mcl(t)] = c/'(t)

3- A Ta()/(D)] = a'(t) /(t) + a(t) /'(O

4-~ [I() < #(M)] = /'(1) *5(t) +/(t) *5'(t)

5-7N [/(t) x5()] =/'(t) x #(t) +/(t) x5'(t) (valido solo en R3)

Observacion 5. Si /: / —*Kn es una funcién vectorial derivable de t tal que

1N = ¢, Vit (c constante real), entonces
/(t\/\ftﬁ =0

listo indica que el vector tangente /'(t) es perpendicular al vector de posicion

Kjemplo 13 Si /(t) = (t; £23 +t),g(t) = (cost;sent; In(t+ 1)) vy
o(t) = e-4t, calcule

u) (a/)'(0) b)(/ +5)'(0) c)(/*s)'(0) d)(/x5)'(0)
Solucién
Se tiene

(1) = (1;2;1),5°(0 = (“sen t;cost;A-L),a'(t) = -4
| tiego, al evaluaren t = 0 se obtiene

/'(0) = (1;0;1)*'(0) = (0;1;1) y cr'(O) = -4
Asi, ;il utilizar las reglas de derivacion resulta

% @A) =a(Mo) +ao)r (o)

=-4(0;0;3) 4 1(1;0,1) = (1;0;,-11)

17



CALCULO Il
by (/ +9)\0) =/(0) 4g'{0) = (1,,0,1)4(0; ;1) = (1, L2
¢) (/+0)'(0) = /'(0) *¢(0) 4/(0) «£(0) =1+3=4

d) (/ x fify(©) = [/'(0) x 0(0)] 4 [/(O) x ¢'(O)]

(0; 1,0) 4 (-3;0;0) = (-3; 1, 0)

O - x
J'>
O O =

k
3
1

N
o O«
- 0w

Ejemplo 14. Determine si el vector de posicion de la funcién vectorial
/(O = (cos(t2);sen (t2)) es perpendicular a su vector tangente en cualquier
punto t G Df.

Solucidn

Como [|/(t)Il = 1, VE G E, entonces el vector tangente

/'(O = (—21sen (t2); 2t cos(t2)) es perpendicular al vector posicion
/(t), Vt GE.

Ejemplo 15. Dada la funcion vectorial /(t) = (I - 2t\ t2\2e2(t_1)). Halle la
ecuacion vectorial de la recta tangente a la curva descrita por / en el punto en que
el vector /'(£) es paralelo al vector /(£)e

Solucién

Como ios vectores f{i) y /'(E) = (—=2; 2t; 4e2(t“1)) son paralelos, entonces
existe un escalar k tal que

f(t) = kf(t) <> (-2; 2t; 4e2(f-1)) = fe(l - 21 t2;2e2(E 1))

f-2 = fc(l - 22)
<>]2t = kt2 <k=2yt =1
(4e2(t-1) _ 2fee2(t-D
Luego, el punto de tangenciay el vector tangente son respectivamente
(1) = (-1;1;2) y I'(l) = (-2;2;4)
Por tanto, la ecuacion vectorial de la recta tangente a la curva descrita por/ es
Lr:(qy;z) = (1 2) 4s(-2; 2,4), sGE

Teorema 2. Si/: / -» En es una funcion vectorial derivable de ty qa/ -» E es
una funcién reai derivable en I, entonces / o @es derivable en / y

Cottiem = = /(G(\(th

FUNCIONES VECTORIALES
Demostracién
Como /(<p(0) = (fi(<p(t));/2(<p(0); -;/nO (0)), entonces

¢[/(<p(0)] = ee¢i/N'OKOyct))
= <p'(t)/'0K 0)

Ejemplo 16. Sean las curvas * 'y dadas por las funciones vectoriales

<?r/(t) = 2t+ L1+ e2-th y N i5() = (MM 4 - 13- et+l)

a) Halle el punto de interseccion de las curvas  y (2.

b) Calcule la medida del angulo que forman las curvas y en su punto de
interseccion.

Solucién

a) Sean txy t2 dos valores distintos de t para los cuales

I(ti) = g(t2) « 261+ 1:1 + e2-tl) = 4—12;3 - eN+l)
1- ti2 2t2-1

2 2
2tx+ 1=4- 2

M+ e2-t*= 3- et2+l
Al resolver el sistema de ecuaciones, se obtiene = 2yt2= -1
Luego, el punto de interseccién de las curvas y 02es

1(2) =0(-1) = (-1:5:2)
h) La derivada de las funciones vectoriales / y g son
/'(t) = (;,2,—2. 1) y = (1;-1;-£1+1)
Los vectores tangentes a las curvas  y ¢2 en su punto de interseccién son
1'(2) = (-2;2;-1) y #'(-1) = (3;- 1;- 1)
Como el angulo que forman las curvas ~ y &2 en su punto de interseccion es
igual al &ngulo formado por los vectores tangentes /'(2) y # '(- 1), se tiene

m{%%«f 2

I jemplo 17. Una particula se mueve hacia la derecha sobre lacurvay = Vx24- 4
partiendo del punto (0; 2) en el instante t = 2. Si la distancia de cualquier pumo
de la curva al origen de coordenadas es proporcional a t, halle el vector velocidad
de la particula en el instante t = 6.

10
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Solucién
Sea P(x\y) un punto cualquiera de la
curva £ (Fig. 1.10). Entonces,

d(P; 0) = yjx24-y2 =kt (%)

donde k es una constante de
proporcionalidad.

Como en t —2 la particula estad en el
punto (0;2), entonces se tiene

V04 4=2k=k=1
Asi, al reemplazar k = 1 en (*) resulta
yix24y2=1t <x24y2=1t2 (*%)

D*gdo que y —vx*- 4 4, entonces y" —X*4 4. Al sustituir esta expresion en
), se tiene

2x2+4 =1t2=>x = x> 0)

Luego, la funcién vectorial que describe el movimiento de la particula es
AO_ Itz- 4 t2+ 4|\

La derivada de / es

/(0 %\ﬁ:g \/zizzzrl-)D

Por tanto, el vector velocidad de la particula en el instante c = 6 es
"6 ,l
4V/5 \47 2V

Ejemplo 18. Una particula se mueve a lo iargo de la curva g descrita por la
funcion vectorial

I(£) = (3sen (-); 3eos (!); V8t)

a) Halle el vector velocidad y la rapidez de la particula en cualquier instante t.
b) Determine el vector aceleracion y su médulo.

20
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¢) Calcule el angulo 6 que forman los vectores velocidad y aceleracion.

Solucién
a) El vector velocidad y la rapidez de la particula en cualquier instante t son

u(t) = f{t) = (eos(!); —sen (1) >

Rapidez: |ju(t)ll = ||/'(0]] = Vi48=3
b) El vector aceleracién y su médulo son

At ok QyIkaH

¢) Como \\v(t)\\ = 3, entonces por la observacién 5 resulta que los vectores v(t)
y 17 (t) = a(t) son perpendiculares.
Por consiguiente, la medida del angulo que forman los vectores velocidad y
aceleracibnes 6 = n/2.

EJERCICIOS

1.-Si/(t) = (t]i;t2),9(t) = (eost;sen t\t),cp(t) - e~I}halle

a) " (#(0) b) /*(t) ¢) {f+g){t) d) "[/(O xg(t)]

e[<p(t)mY OYt[f((pm 86@' I)Tti9<it2)]

) ~[\\fm 2 j) ¢ [/(O +5(0]

2.- En cada uno de los siguientes ejercicios, i) dibuje la curva representada por ia
funcién vectorial, ii) dibuje los. vectores velocidad y aceleracion para el valor

de t indicado.

a) /(O = (2 + 3cos(2i);4- 3sen (20), t=|

b) /(O = (t+2;t2+4), t=1 ¢) /(O=(4e-£2,t). t=1
d /(0O = 2+1t3;t2+4), i=1 e) /(0 =(sent;f eos0. t=0
f) /(O = (2eost;2seni;4), t= 2n

21



CALCULO il FUNCIONES VECTORIALES

3.- En cada uno de los siguientes ejercicios, halle la ecuacién paramétrica de la v —1lcm/seg. Si el reloj funciona normalmente, determine el vector
recta tangente a la curva descrita por la funcion vectorial en el punto indicado. velocidad del insecto después de 30 seg de iniciado su caminata.
a) /(t) = (ts;t4;t3), P(I;1;1) R. v(30) = (];1)
b) /(O = (sent;21sent;412), P(l; #;n2)

X- Considere la hélice descrita por la funcion vectorial

c) /(O = (icos(3rrt);tsen (3nt); 2t), P(—L1;0;2)
d) /(O = (2eost; 2sen f, 16), P(0;2;16) /(t) = (acos(cit);a sen (a)t); bcot), &> 0
Demuestre que la recta tangente a la hélice en cualquier punto t, forma con el
4.- En cada uno qe los siguientes ejercicios, i) ha.lle las ecuacmnes”de las rec'tas gje Z un ANgUIO CUYO COSENO €5 ..o oo
tangentes horizontales a la curva C descrita por la funcion vectorial, Va2 + b2

calculando los valores de t para los cuales dy/ dt = 0 ii) obtenga las
ecuaciones de las rectas tangentes verticales a la curva calculando los
valores de t para los cuales dx /dt = 0.

9.- Referido a la hélice del ejercicio 8, demuestre que los vectores velocidadv(t)
y aceleracion a(t) tienen longitud constante y que
NE) xa(t)l _ a
IHGE a2+ b2

Q) /(0 = (12+ ;12- 1)  b) /(1) = (4t2- 4t 1- 412)

o o | 3at 3at2)\
g /(0" = 231+ 3 d) /(1)

(4sen t; 7eost) )
10.- Halle las ecuaciones de las rectas tangentes a las curvas

5.-Halle/'(t) y /" (t) en las siguientes funciones vectoriales Ox:f(t) = ~J senx dx:eostj,t e[0tti], C2-g(t) = (e&1- e2t) teR

a) /(O = (aresent;In(l + 5t);t2)
en el punto de interseccion de ambas curvas.

b) /(i) = (e5t;In(i + 1); arctan(t + 1
)10 (e n(+ i arctan(t+ 1) R Lx={(1;0) 4-1(1;-1)/ t GM}, 12={(1;0) 4 t(l; -2) /It GK}

, X (f - t2 21\
c) /(O =11+1t2: 2+ 1t2)d) /(1) = (eost sen(2t); tan t) ) .
IDada lacurva C\f{t) = (eos £ sen t\ el), determine el punto en ei cuai
e) /(t) =(aresent:arccost)  0/(i) =(cosht;sen/i 41 e-5t) la tangente es paralela al plano P: V3x 4y —4 =0 /2. | ?;len,b

g)/ (t) ="in(l +12); 12; arctan
12.- Halle ia ecuacion He ia recta tangente a ia curva

. . - + 4
(JtIt;|tl;1-In (4 +i2) £ s 27 3y 3= 0 .
Izz_ yZ_4Z+ 3y +4 - o:en PuntO correspondiente at = 0

h) /(1)

/2t 1
6.- Sea 0 una funcion vectlgrlalj\dada p(\)i (1(';[)2:| +—rt2 -------- r;1 lidr={(;4 °) +t(-i:[;)/t R

Demuestre que el angulo formado por g(t) y g'(t) es constante.
li-Seal/(t) = (A(t);/2(0;/s(0) una funcién vectorial derivable de t hasta ei

7.- Al medio dia, un insecto se posa en el extremo del minutero de un reloj de segundo orden y que para t > 2, se tiene ||/(t)|| = Vt —2

radio 20 cm, y empieza a caminar hacia el centro del reloj con una rapidez de
a) Demuestre que /'(t) «/'(0O = —4(O t>2
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b) Si a es el angulo que forman los vectores /(t) y demuestre que

«IH

14.- Considere que el cicloide descrito por la funcion vectorial
/(O = t);a(l- eost)), a>0

Halle el &ngulo que forma la recta tangente a la cicloide en t = n/2 con la
pane positiva del eje X.

1.5 INTEGRACION DE FUNCIONES VECTORIALES
Definicion 7. Si/: [a; b] -> Rn es una funcidn vectorial continua en el intervalo

[a\b] tal que f(t) = (A(t);/2(t); ...;/n(0)> entonces la integral indefinida de /
es

I f(t)ydt = (| fi(t)d.t;J f2(t)dt;...; I /1, (t)dt)

y la integral definida de / es

f f(t)dt = (J ACOdt;j bfam t j bfn(t)d”

Observacion 5. Si /(t) = (/i(t);...;fn(t)) es una funcidn vectorial con
imagen en el espacio Kn, entonces al hallar la integral indefinida de /, se tiene
I A(t)dt = Fa(t) + C1(l f2(t)dt = F2(t) + C2; J fn(t)dt = f(t) + On

Asi, la integral indefinida de la funcion vectorial / se expresa

J f(t)dt = (Fx(i) + Ca;F2(t) + C2;...; (1) + On)

(F1(t>,F2(t);...;Fn(t)) + (C1;C2;...;Cn)

F(t) +C
donde F'(t) = /(t)

Ejemplo 19.
a) Halle la integral indefinida de la funcién vectorial

24
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/*(O = (cost — T

b) Calcule la integral j f(t)dt, donde/(t) = (zt; —;

Solucién
.0 Al integrar cada una de las funciones comionentes, se obtiene

d) — t>arctan +

j f(t)dt = eost dt; J Y"jrg2 [

h)y I f(t)dt =ii 2tdt;i --—- dt: i teidt
Jo \lg Wo N N 0 y

= ([t213; [In(|1 + tD1J; [te(- el]& = (1;In2; 1)

PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA
I Sif,g: [a; b\ -> iR son funciones vectoriales continuas en [a; b] y a y ji son
escalares, entonces

f lafit) £ 0g(t)]dt = a f f{t)dt +0 f g(t)dt
Ja Ja Ja

2.- Si f,g:[a\b]-*Rn es wuna funcion vectorial continua en [a;/?] vy
C = (C1:...; On) es un vector de constantes, entonces

ai j [Cef(t)]dt =Ce( f(t)dt/j

éa \ca
re /1o \

b/ i [Cx/(t)]dt = Cx (j f{t)dt j (valido solo en el espacio E 3)
-'a Va '

3.- Si/: [a; & —En es una funcion vectorial continua en [a\ b], entonces
i f(t)dt
Ja

Teorema 3. (Primer Teorema Fundamental del Calculo).
Sea /: [a; b] -» Rn una funcion vectorial continua en [a; b], entonces la funcion !

F definida por
F(t) - | f(lu)du, a<t<b
~a

es derivable y F'it) = 6 [a; fr]
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Teorema 4. (Segundo Teorema Fundamental del Céalculo).
Sea/: [a; b] -> En una funci6n vectorial continua en [a; b], entonces

[‘{t)dt = F()]E = F(b) - F(@)

rli/4

Ejemplo 20. Calcule I f(t)dt x h(0), donde
Jo

f(t) = "Vtani sec4t;sen3(2t) eos2t - sen3Q@t)sén2t;~ j*] vy

(Nj te'2-1dt; (Z—t)dt; t3 dt'j

m =
Solucion
A i fn/d ro4 4§ L
I/ (@)dt= () (tant) /21 + tan2t)sec2tdt\ | sen3(2t) cos(2t) dt; | -~ I-dt
Jo Wo Jo Jg ttle
/20 1 1\
~\d ;8:12/

Por consiguiente, se tiene

Ejemplo 21. La fuerza que actla sobre una particula de masa m = 2 en el plano
est4 dada en funcion del tiempo i por ia ecuacion

F(t) = (2(eos 11 sen t); 2(sen t 4-1eos t))

Cuando t = 0 la posiciéon y la velocidad de la particula son /(O) = (2;0) y

v(0) = (1; 0)- Halle la velocidad y la posicién de la particula como funciones de
t.

Solucién
Por la segunda Ley de Newton, se tiene

F(t) = ma(t) = 2/"(£) = (2(cos £- £sen t)\ 2(sen t 4 £eos £))

De donde resulta

FUNCIONES VECTORIALES
1"(t) = (cost - tsent;sent 4 tcost)

I ’(t) :j fr(t)dt = AJ(eost - tsen t)dt;\] (sen t 4-£ eos t)dth

= (teost;£sen £) 4 C

min que u(0) = /'(0) = C = (1; 0). Entonces, /'(E) = (Eeos £4 1: £sen £)
I(t) = \] f'(t)dt = (tsen £4-eost 4 £ —£eos £4sen £) 4 Cx

(omo/(0) = (1;0)4C[=(2;0) =Q = (1,0)

Por tanto,
/(i) = (tsent4eost +t+ 1;-teos t 4 sen £)

licmplo 22. Una particula inicia su movimiento en /(0) = (2;0;0) con
velocidad inicial v(0) =T-J+k. Su aceleracion es a(t) = (2£; 3£2;6£).
IMermine la funcién velocidad y la posicion de la particula en cualquier instante
i

Solucién

@(t) = v'(t) = (21;3t2;6t) =* v(t) = f v'(t)dt = (t2;t3;3t2) + C
(omov(0) = (0;0;0)+C=(1;-1;1)=C=(1;-1;1)

Iuego. la velocidad que satisface la condicion inicial L(O) :(1;—1;1) es
w(t) = (t2+ 1;t3- 1;3t2+ 1)

Dudo que
b-_v(o —2 +1,t' 1;315 +1)

r

t t
Imonees f(t) =J v(t)dt = —+t;—- i3+1)+ Cx

Al hacer t = 0y utilizando el hecho de que /(0) = (2; 0; 0), se tiene
f(0) = (0;0;0) 4 Ci = (2;0,0) => Cj = (2, 0; 0)

I*i« consiguiente, la funcidn de posicion de la particula en cualquier instante t es

o X -1, H)
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EJERCICIOS

1.- Calcule las siguientes integrales

a) |1(t;t]/2;e£)dt b) [n/z(sen t; eost;sen3leost)dt
Jo Jo

rn/3

(@) J| A (esent[csc2t -sec?2t - eset];sect; eset)dt
N

d) |O (Ce£;t2e(;te~1)dt fi. 1;e- 2;1- 2e-1)

2.-Calculed«b,sia=(2;-4; 1)y ¢ = f (te2t;icosh 2t;2te~2t)dt
Jo

3.- Una funcion vectorial / satisface la ecuacion: i /'(t) = /(t) + ta.t > 0,
donde a es un vector no nulo en el espacio IR3. Si se sabe que /(1) = 2a y
/'(1) = 3a, calcule /™ (1) y/(3) en términos del vector a.

R /'(l1) =a,/(3) =(6+3In3)a
d

4.- Sean las funciones vectoriales f(t) = (te~tll;et) y g(t) = (1;,—1;1).
Calcule
rO

&) |, 1/(0 x5(01di b) £[/(o

5.- Sean f,g: [a; & -> Rn funciones vectoriales continuas y derivables de £
Demuestre que

( [/(O «£(t)]dt = [/(t) . 5()]“- T [/'(t) =5(t)]di
a Ja

6.- Sean & un vector no nulo en el espacio Rny/ una funcién vectorial tal que
I(E) *&4=1t VteR.
Si el anguio que forman /'(£) y a es constante, demuestre que /"(£) es
perpendicular a/'(t).

FUNCIONES VECTORIALES
I f, <UUVAS REGULARES

i liilicion 8. Se dice que una curva & ¢ Rn es una curva parametrizada, si existe
mili (Uncion vectorial a: [a; b] -> Rn tal que a([a\ b]) = 0.
\ lu funcion vectorial a(t) = (ai(t);a2(0;...;an(0) se llama parametrizacién
*» In curva
i (implo 23. La funcion vectorial a: [0; 27r] -» R2 definida por

a(t) = (eost\sent)

e nun i parametrizacion de lacurva & x2+y2=1

i [ttupio 24. La funcidn vectorial a: R -> R2 definida por

N ((£;£), t<0
a - I(t;t2, t> 0

yi

1 mili parametrizacion de la curva

ft \ i N0 >

I.i tilicade &se muestra en la figura 1.11

i hipio 25. Halle la parametrizacion de lacurva Fig 111

(x2+y24z2=R2 , R> 0
\z=a , 0<a<R
Solucién
Sli«emplazar z = a en la ecuacion
* | yJ4 22 —R2, se obtiene

CKx2+y2=R2- a2
i ipmamctrizacion de lacurva es
ciel k-
(y = y.R2—a2 sen t

mi ro existe una funcion vectorial
tal que

(O m{\IR2- a2eost:\R2- a2sent;a),t E [0; 271]

I i hunden de esta funcién vectorial se muestra en ia figura I.L



CALCULO 1lI
Definicion 9. Sea &c¢ En una curva parametrizada, esto es, existe una funcion
vectorial a: [a; b] -» En, tal que a([a; b]) = &
i) Se dice que C es una curva con puntos dobles si a(ti) = a(t2),t1” t2
(Fig. 1.13)
ii) Se dice que es una curva simple si no tiene puntos dobles (Fig. 1.14)
iii) Se dice que ¢?es una curva cerrada si a(a) = a(b) (Fig. 1.15)
iv) Se dice que £ es una curva regular, si la funcion vectorial a(t) tiene
derivada continua y a'(t) [&; b]

Ejemplo 26. La imagen de la funcion vectorial a: [0; 2n] -> E2 definida por
a(t) = (4eost;4sen t) esuna curva cerrada (Fig. 1.16), pues

a(0) = a(2n) = (4;0)

30
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| (tmplo 27. La imagen de la funci6n vectorial a: R ->R¢ definida por
<{() (t’ £2t2;t3—t) es una curva con puntos dobles, pues para

/, ‘.1(-1 +\fi3) y t2- t4(-1 ~ vT3) se cumple

\ G
8f —a(tz”

i iknipio 28. La imagen de la funcion vectorial a: E -» E 3 definida por
ni/) (aeost;asen t\bt) (a > 0,b > 0) es una curva regular, pues

ir'(t) - (-asen t;aeost;ib £(0;0;0),Vt 6 E

i»hnu ion 10. (Reparametrizacion de una curva regular)
Sim ¢ En una curva regular, es decir, existe una funcién vectorial

a lil,/;] Entalquea([a;/?]) = Cy a'{t) &0,Vi £ [a; ¢].
i ni reparametrizacion de a(£) es una funcion vectorial y = ao”j [c;d] En

hil que y(u) = (a °<p)(u) = a((p(u)) ,u G[c;dj (Fig. 1.17)
donde < [c;d] [a; fo] es una funcion real derivable y sobreyectiva tal que
Al(u) * 0, Vu G [c; d].

Fg 11?
Observacion 6.
i) Si <y/(t) > 0 se conserva la misma orientacion en la curva reparametrizada.
ii) Si <j)\t) < 0 se invierte la orientacion en la curva reparametrizada.

I (implo 29. Sea a: [0; 27t] E2una funcion vectorial dada por
a(t) = (eost\sen t)
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a) Si q [0; 1] -> [0; 2n] es una funcion real definida por cp(u) = 2nu , entonces
y(u) = (a o<p)(u) = a(cp(u)) = (cos(2nu) ;sen (2nu)) es una
reparametrizacion de la curva a(£).

Como (p'(u) =2n > 0, entonces la curva y(u) mantiene la misma
orientacion de la curva a(t).
b) Si 0: [0; 2n] -» [0; 2n] es una funcion real dada por

0(u) = 2n —u,

entonces y(u) = (a o</>)(u) = a(cp(u) = (cos(27r - u) ;sen (2n - u)) es
una reparametrizacion de a(£).

Como </>'(u) = -1 < 0, entonces la curva y(u) invierte la orientacion de la
curva a(£).

LONGITUD DE ARCO DE UNA CURVA REGULAR
Definicion 11. Sea cr:la;¢]->Mn una
curva regular en [a; b], tal que

e- a(t) = (at(t); «2(0;...;«n(0)

La longitud de arco de la curva medida desde
t=ahastat = bes

¢(C) = j Ha'COolidt
rb

=1 + - + [afi(i)]2dt

Observacion 7. La funcion longitud de arco de la curva a(t) es dada por

s(t) = () = | [la;(u)lldu £ G [a; f]

Ejemplo 30. Halle la longitud de arco de las siguientes curvas

FUNCIONES VECTORIALES

€ <r(i) =~ du; J 5 du;4t12j ,desde £= lhasta£= 4

Solucién
Q <'(() = (-asen t;aeost;b) y |la'(E)]| = Va24 fe2

I uego, la longitud de arco desde £= 0 hasta £= 2z es
J"QH ram

[[a'(t)l|ldt = | ‘'JaT+b2dt =2nJa2+ f2u
0 *'0

b)

KA oo 242

Por tanto, la longitud de arco de la curva desde £= 1 hasta £= 3 es

@—“]Ie'(ﬂct:o (E+f2):r s
=1
(Il (1 D2n-(t-D2+ Mﬂ_&f:\ﬂt'

t
I’or consiguiente, la longitud de arco de lacurvadesdet = 1 hastat = 2 es

2 1\ V2

) o
/(<) = Jjla’COHdt = f (V21+-L)dt=y (3+ In2)u

o /leos £ sen £ 2\

a'(t) =

¢ (®) (’\V2t ''V2t 'Vt/
cos2i sen2t 4

-1/2
ot ot 2t V2

uego. la longitud de arco de lacurvadesdet = 1 hastat = 4 es

[.(0 =j4a(lldt = f ~ r Y2=3V2u

* oipio 31. Halle la longitud de la curva a(t) = (£; 1 4 £2) , desde el punto en
iIMi ki vectores a(t) y a'(£) son paralelos de sentidos opuestos hasta el punto
. mtjtie los mismos vectores son ortogonales.

Solucioén

33
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i) Sitoesel valordet donde a(t) y a'(t) = (1; 2t) son paralelos,entonces

a(to) =fe ~ fo) = (to) = ™(1* 2tg)

De donde resultak =t0 y t0= 1

Para t0 = —1, los vectores a(-1) = (—;2) y a'(-1) = (1;—=2) son
paralelos y tienen sentidos opuestos.

Para t0 = 1, los vectores a(1l) = (1>2) y a'(l) = (1;2) son paralelos y
tienen el mismo sentido. Luego, el valor de t0 que cumple con las
condiciones del problema es t0 = —1

ii) Si tx esel valor de t donde a(t) y a'(t) son ortogonales, entonces

a(tx) *a'(tj)= 3tx4 21\ = tx3 42t = 0

Luego, el valor deque cumple con las condiciones del problemaestx =0
Por consiguiente, la longitud de arco de la curva desde t ——1 hasta t = 0 es

5
VTl E)IE = 3 VI o+ 4r2dt= T win(v5 —2)

Ejemplo 32. Sean las curvas

t
Cx:a(t) = 2in2(cost;sent; 3),0 <t <2n

C2:/2(1)

(t 4 1;t2;3t 4 3)

(En cuanto debe incrementarse t para que la longitud de arco de la curva Cx sea
igual a Vil desde el instante en que C2 interseca a Cx?

Solucidn

Sean y t2 los valores del parametro t en las cuales las curvas Cx y C2 se
cortan, esto es

Jul
a(ti) = 2in2(cos ti;sen tx, 3) = /5(i2) = (t24 1 t22;3t2 4 3)
De esta igualdad, se tiene
t24 1= 2in2cos(t) ... (1)
tx
= 2in2sen(t!) .. (2)
3t243=3.2H2 .. (3)

Al resolver las ecuaciones (1) y (3), se obtiefie cos”) = 1, de donde resulta
tx=0 06 =2n A
Para tx = 0, se tiene t2 = 0y estos dos valores satisfacen las tres ecuaciones
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*nit, = 27r, se obtiene t2 = zia‘nz —1 vy estos valores no satisfacen la segunda
ecuacion.

INu consiguiente, las curvas Cx y C2 se intersecan paratx—0 6 t2=0

| »derivada de la funcién vectorial a es

t t
. (i) - 2in2(cost —sen £sen t4eost;3) y \af(t)\\ = viT. 272
I liego, la longitud de arco de la curva Cx desdet = 0 hasta t es

(C) =1 \a'(OW\dt =V uj 2iF2du = VTT(21’2- |) = V i

1)e donde resulta

ZI}#Z- 1:1<$2"rr%2:2«$%2:1<>tzln2

Por tanto, el incremento de t debe ser In 2 desde t = 0.

I jemplo 33. Una particula se mueve en el espacio de modo que en cualquier
instante t su posicion es
a(t) = (2leost;21sent\-t24 21
a) Determine la rapidez de la particula en el instante t = 1
b) Si la particula toca al plano XY en el instante t = 0, halleotro instante tx en
que la particula toca nuevamente el plano XY.
t) llalle el espacio recorrido por la particula desde t = 0 hasta t —tx.
Solucién
W) N(t) = (2(cost-t sent); 2(sent +teost); 2t 4 2)
H«'(t) || = >/4(cost -t sent)24 4(sent +teost)24 (2 -2t)2

2V2Vi2- 1+1
I.liego, la rapidez de la particula en el instante t - 1es

la'(Il = 2v2
b) 1a particula toca al piano XY cuando z = 0. esto es.
[ = —24-2t = 0<=?t = OVE = 2

Por consiguiente, el instante en que la particula toca nuevamente al plano XY
est = 2.
m 11 lespacio recorrido por la particula desde t = O hastat = 2 es
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6HL Vb A

In(3 + 2V3)

EJERCICIOS

1.- Encuentre la longitud de arco de las siguientes curvas:
a) «(0 = (2sent;5 2eo0st), t 6 [-10; 10]

b) a(t) = (Vltjere-*), 0<t< 1

c) a(t) = (2%3Int;t2), 1<i<e

d) a(i) = (/g 2cos(#u2) du; 2sen (fu2) du ;3V5t), 0<

e) a(t) =a - sent;1- eosi;dsen ™ j,i6 [0;2it]

0 a(t) = (t; In(sect); 3),desdet =0 hasta}l: - R.infl+

g) a(t) = (a(cost+tsent);a(sent- teost)) ,a >0, £e [0;27]
R. 27r2a

h) a(t) = (t;In(sect);In(sect+tant)),t6 [ 0 ; R V2In(l + V2)

i) a(t) = (efeost;ecsent), t6 [0;2] R V2(e2- 1)

2.- La imagen de la funcién vectorial y(t) = (eos 4 t;sen 4t; 4) describe la

trayectoria de una particula que se mueve en el espacio IR3

a) Trace la grafica de la trayectoria que describe la particula.

b) Dibuje los vectores velocidad y aceleracién parat = n/4.

c) Halle la ecuacion vectorial de la recta tangente a la curva descrita por la
particula en el punto 71(0; 1; 4)

d) Calcule la longitud de la trayectoria que recorre la particula desde 1= 0
hastat = 2n.

3.- Sea iaelipse descrita porx = aeost ,y = bsent,t E[0;27r],0<b<a

f12
Demuestre que la longitud de la elipse es L = 4a |
Jo

yjl - e2sen2t dt,

donde e es la excentricidad de la elipse.

36
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Si una curva tiene la ecuacion polar r = /(#), dondea< 6 <b<a + 2n,

) rb dr\2 N\
demuestre que la longitud de arco es

1Jse el ejercicio 4 para hallar la longitud de arco de las siguientes curvas dadas
en coordenadas polares
» lacardioide r = 4(1 + eos6), 0< 6 <2n

b)r=6,0<0<n R A (n24-1)12+ - In(k + "jn2+ 1)

c) r=e6,0<Q<n R "2{en- 1)
\

Mr=sen26,0<6<n R 2+-V3In(2+ V3)

e) r=1-¢e0s6, 0<6 <2n R. 8

0 r=1+4+e0s9, 0<6<n R 4

lii los siguientes ejercicios, representela curvadada mediante la interseccion
de dos superficies. Halle ecuaciones paramétricas para cada curva.
a) Xx2+z2=4,y2+ z2= 4 (primer octante)
R x—t,y —t,z—V4- t2
b) x2+y2+2z2= 16 ,xy f4 (primer octante)

R. X:t,y:-t, :-tv—t44—16t2—16

Sea C una curva en el espacio dada por a(t) = JI (3(u)du
o

donde /?(u) = (u eos(u) ;u sen (u); 1)

(‘alcule la longitud de arco de la curva C desde el punto a(0) hasta ei punto
a(l).

I)adas las curvas

Ciir(t) = (sent;1- eost;t) y QA (t) = (I “ cosfl4 (™) Jt~senf)

) Halle si existe, un punto de interseccion entre Cx y C2. En caso de que
exista, halle el angulo de interseccion. R. (0; 0;0) y #/2
b) Calcule la longitud de arco de la curva C2 comprendida entre los puntos
1 * V3 2n

17
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9.- Un punto recorre una curva Cc M3 de manera que el vector posicion a(t)
siempre coincide con el vector tangente a'(t).
a) Halle la ecuacion paramétrica de la curva C, si se sabe que
a(0) = (a; b;c), donde a,b,c> 0 R. a(t) = (aef;bef;cel)
b) Halle la longitud de lacurva Cdesdet = O hastat = 1
R Va+b+c(e- 1)

C,_(x2+y2+22: 6
IX2—y2+2z2=4

a) Halle la ecuacién vectorial de la recta tangente a la curva C en el punto
1; 1,2 R LT:={(1;12) +t(-2;0;1)/ te E}

b) Halle la longitud de arco de lacurva C desdet = O hastat = V5 R.5

10.-Dada la curva

11.- El salto de una vizcacha es descrita por la funcion vectorial a(t) = (t2;2]i])
Calcule la longitud recorrida en el tramo cuando 0 < t < 1

R 2[V2 + In(V2 + 1)]

17 VECTORES UNITARIOS: TANGENTE, NORMAL PRINCIPAL Y
BINORMAL

1.9 Definicion 11. Seaa:[a;¢]-> una
curva regular i
El vector tangente unitario denotado por T(t)

en la direccion de a'(t) esta dado por C
‘(0
no- ! "
Ha'()] -

Como ||7(t)]] = 1, entonces T(t) « 7X0 = 1;
luego al derivar esta expresion, se tiene

2r(t) er'(0 =o<»r(0 erxo =0 fi9 119
Asi, T'(0 es un vector perpendicular al vector tangente T (0. Vt e [a; 0].
Definicion 12. EIl vector unitario que tiene la misma direccion que T'(t) (si

r'(0 ~ 0) se denomina normal principal a la curva a: [a; 6] -> IR en el punto
a (0 y se denota por
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—r'(®)
lir (oIl
MiMiprc ijue [|T'(t)]] » 0 (Fig.1.20)

"'miu) (V. [a; £] > En es una curva regular,
imonees la funcién longitud de arco de la
(nivjia (0 es

HO = [ [la*(u)lldu
Ja

| aderivada de esta funcion real es

/'(0 = lla’'Coll
I uc™o, de la expresion del vector tangente unitario, se tiene

cr'(t) - I'(HT(Y) *)
I sia ecuacion indica que la direccion del vector velocidad a'(t) es igual a la del
vector tangente unitario T(t) y la velocidad escalar o rapidez os dada por

f(t) = k' (D]l
“.iun objeto se mueve a lo largo de una curva C, el vector tangente unitario T(t)
.dpunta en la direccién del movimiento, mientras que el vector normal principal
N(t) es ortogonal a T(t) y sefiala la direccion hacia donde gira el objeto (lado
concavo de la curva C). Ademas ||A/(t)|| = 1, Vt G [a: b).

<)bservacion 8. Sea a: [a; b] > Rn una curva regular,.tal que &- a([a\ fe]).

i es derivable en [a; fe], entonces al derivar la expresién (*) resulta
W — o
»(0=/{am+ =ntm o HZ(Q'(@INO

l ucl’0, el vector aceleracién a"(t) es combinacién lineal de los vectores tangente

unitario T(t) y normal principal N(t).

Delinicion 13. Sea a:[a; f§] - En una curva
iciliar tal que
a"(t) * 0,Vt GJa; fg
I I vector unitario dado por
H(t) = T(t) x N(t)
y denomina vector binormal a la curva
m <r(\a:b]) en el punto a{t) (Fig. 1.21)

Observacion 9. Sea a\ [a; ] Mnh una funcidon vectorial que tiene derivadas

«minimas hasta el segundo orden, tal que a'(t) =£0 y a"(t) &0, Vt G [a; fe,
i) |.iecuacion de la recta tangente a la curva ¢?en el punto a(t0) es
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Lt\O;y; z) = a(t0) + 57(t0),s GE.
ii) La ecuacion de la recta normal a la curva en el punto a (t0) es
Ln:(x;y;z) = a(t0) + A/V(t0),A 6 E
iii) Los tres vectores unitarios: tangente, normal principal y binormal forman
el triedro movil o intrinseco y satisfacen las siguientes relaciones

B(t) = 7(0 x V(t), N(t) =B(t) x 7(0, 7(0 = /V(0 x B(t)

B(0»/V(0 =0, /VO+7(0 = 0#RB(0*7(0

0,Vte[a;b]

PLANOS FUNDAMENTALES GENERADOS POR EL TRIEDRO
INTRINSECO

Definicién 14. (Plano osculador)

Sea a: [a;b]->E3 una curva regular. El

plano que pasa por a(t0) y es paralelo a los

vectores 7(t0) y A/(t0) se llama plano

osculador de la curva C = a([a;b]) en el

punto a(t0). (Fig. 1.22). La ecuacién

cartesiana del plano osculador es

PO:((x;y;2) - O0;y0;z0)) «5(t0) = 0

Definicion 15. (Plano Normal Principal). El plano normal principal a la curva
regular a: [a; b] -> E3 en el punto a(t0) = (x0;y0;z0), es el piano generado por
Ny B con normal 7. La ecuacion cartesiana de este plano es

Pw:((x:;y;z) - (x0;y0;20)) +r(t0) = 0
Definicion 16. (Plano Rectificante). Es el plano generado por 7 y B con normal
N. La ecuacion cartesiana es

PR:((x;y;2) - (x0;y0;z0)) « W(t,) = 0

Ejemplo 34. Halle los vectores tangente unitario, normal principal y binormai de
la espiral cénica a(t) = et(eost i+ sen tj + k) en un punto arbitrario.

Solucién
a'(t) = (er(cost - sent); el(sent+ cost); ec), ||la'(t)|| - v3et
' 1
T(t) _—-§/) = — (eost- sent:sent+eost;1)
I«(011 V3
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1'(E) (-sen t- eost;eost- sent;0)y [|[T(t)] =J-

T'(1) 1
N(() - |I7/()I = (-sent- eost;eost- sent;0)

» (0 (0 Xx N(i) = (— —(eost- sent); — —(sent + cosi);-4r'
( ( 0 g/VG( ) VG( )Vé}

| ikinpio 35. Halle las ecuaciones de los planos normal principal, rectificante y
om ulador de la curva

SFh y2+22=6 .. (1)
‘2

-y2+z2=4 .. (2)
envi punto i4(l; 1; 2)
Solucién
Al eliminar la variable y en las ecuaciones (1) y (2), se obtiene la curva
proyectada sobre el plano XZ, esto es,
X2+122=5
| .i parametrizacion de la curva g Qes

v WS eost ,z=V5sent,t GI[0; 27]
Ademas, si se reemplaza x2+ z2 = 5 en una de las ecuaciones (1) 6 (2), resulta
y mi.

I imt.o, existe una funcion vectorial a: [0; 2n] -> E3tal que

<r(0 = (V5eost;1V5sent),tG][O0; 27

\hora, sea t0 G [0; 2n], tal que
r(f,) = (V5cost0;1;V5sent0) = (1;1;2) =>eost0 = VS ysen t0 =

V5
Am, los elementos del triedro movil son:

m'(t) -(-V5 sent;0;V5eo0st) =>a'(t0) = (-2;0;1)

AO Im (-sen t;0;e0s 0 => 7(t0) = {--—-—-=;0;-4=
V V5 Vv
i §

/'O (-e0si:0;—sen 0 y IAOIl =
7 (0 (- eost;0;-sen t) => A/(i0) = ( w’o' Xg
L
i J k
2 1
MG ToxN(to) = s 0 U = (0:—1:0)
1 2
‘I u~-Mf
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Por tanto, las ecuaciones generadas de los planos son:
Plano normal principal: 2x —z —0
Plano rectificante: X+2z—5=0
Plano osculador: y=1

Observacion 10. Sea a:/-> R3 una funcion vectorial cuyas funciones
coordenadas tienen derivadas continuas hasta el segundo orden. Las expresiones
de T(t), N(t) y £2(t) en términos de la funcidn a(t) y sus derivadas son

cc\t) _ a'(t)xa"(t) [a'(t)xa"(t)]xa'(t)
PO =TBM 20O = vy x a0 © = |I[a'(0 x «"(1)] x «(011

Si B(t) = b(b vector constante) Vt 6 /, entonces la curva es plana. Asi, la curva
esta en el plano osculador.

. 4t3\
Ejemplo 36. Sea lacurva C:a(t) = &1; 1—2C;1— —1
Halle la ecuacion del plano osculador de la curva C paralelo al plano z ——4
Solucién
Se tiene
a'(t) = (1; —4t; —41i2),a,(t) = (0; —4; —8t)

a'(t) xa"(t) = 1 _ai —4aj2 = (16t2;8t; 4)
0 -4 8t

Como el plano osculador es paralelo al plano z = —4, entonces el vector binormal
(que es la normal al plano osculador) es paralelo al vector k = (0;0; 1).
Asi, la primera y segunda componente del vector a'(t) x a"(t) debe ser igual a
cero, es decir

1612=0 y 8t=0=>t=0
Luego, el punto de paso del plano osculador es
a(0) = (0;1;1) y 0(0) = (0,0,- 1)
Por tanto, la ecuacién general del plano osculador es

FO:[(*;y;2) - (0;1;1)]«(0;0;,-1) =0» PO:z=1

Ejemplo 37. Sea C la curva interseccion entre las superficies
Cy=(x—2)2Az=(x- 2)2

Halle la ecuacion cartesiana del plano osculador a la curva C en los puntos

(2, 0;0), (3; 1; 1) y (x0;y0;20)

Solucién
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M Imcer x  t, la regla de correspondencia de la funcién vectorial que genera la
curva Ces
Ca(t) =(t;(t- 2)2(i- 2)2,t6 R
lucgo, se tiene
«(f)y = (@ 2(t- 2);2(t- 2)) , a"{t) = (0; 2 2)

t j k
a'(t) xa"(0 = 1 2(t—2) 2&—2) (0,—22)
0 2 2
a'(t) x a"(t) 1 / 1 1\
8(t) - =ivf (0- 2:2) = (0:- VI:Vi) - 6

Rei consiguiente, la ecuacion del plano osculador que pasa por el punto (2;0;0)
es

loiy “z2=0
<orno el vector binormal B(t) = b es constante, entonces la curva C es plana y
»lcscansa sobre el plano osculador, Vt G 1.

EJERCICIOS

I Determine Ty N para cada una de las siguientes curvas:

a) a(t) = (aeost;bsent), tG][0; 27],a,b >0
b) a(t) = (acosht;bsenht), a,b >0

c) a(t) = (teost;tsent;ai),a> 0

d) a(t) = (a2eost;a2sent;£21) enr = r0 ,a,hconstantes

e) a(t) = (312;2 + 8t2;-5t2)enc=0

I) a(t) = (9eost;9sent;3)ent=n

En t = 0y t= 1 encuentre el vector velocidad,el vector aceleracion y la
rapidez para cada una de las siguientes curvas

a) a(t)
c) a(t) = e“£(cos-t;sen d)a(t) = (4sen 27rt; 4 eos 2/rt)

(10 sen 2nt;10eo0s2rrt) b)a(t) —(cos(nt2) ;sen (rrt2))

e) a(t) = ~cos(2007rt) ;sen (2007rt);—j

> -Si a: [a;f] R3esuna curva regular, demuestre que

a'xa" (a'xa") x a:
B=— -——— N-BxT=TF

la'xa"!l ! ij(a xa") x ttl
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4.- Dada la curva a(t) = (t2+ 1)i + 8tj + (t2- 3)k , halle el vector tangente
unitario en t = 1, escriba la ecuacion del plano normal, plano osculador y
plano rectificante en el punto a(1).

5.- Sea a(t) el vector posicién de una particula que se desplaza sobre la esfera de
centro en el origen y radio r. Demuestre que el vector velocidad es
perpendicular a a(t) en cada instante. Sugerencia: Derivar a(t) *a(t) =r2

6.- Dada la curva a = a(t) y un punto fijo Q, demuestre que si la distancia
Ik (0 ~ <1 alcanza un minimo para t = t0, entonces a(t0) - Q es normal a
a'(to)-

Sugerencia: [a(t) —Q] * [a(t) - Q] alcanza un minimoent = tQ

1- Demuestre que la tangente a una hélice forma un angulo constante con el ¢j Z
y la normal es siempre perpendicular a ese eje.
Sugerencia: usar la parametrizacion a(t) = (aeoswt;asen wt;bt)

8.- Determine los puntos en que la curva a(t) = (t2- 1;t24-1;3t) corta ai
plano3x —2y - z47=0 R (3;56)y (0; 2, 3)

9.- Una particula se mueve a lo largo de la elipse 3x24-y2= 1 con vector
posicion a(t) = f(t)T + g(t)j. El movimiento es tal que la componente
horizontal del vector velocidad en el instante t es - g(t).

a) ¢Se mueve la particula sobre la elipse en direccién a favor o contraria a las
agujas del reloj? R. Contraria a las agujas del reloj.

b) Demuestre que la componente vertical del vector velocidad en el instante t
es proporcional a/(t) y halle el factor de proporcionalidad. R. 3

c) ¢Cuanto tiempo se necesita para que la particula recorra toda la elipse una
vez? R. 2ua/V3

10.- Si una particula se mueve sobre la curva a(t). verifique que la aceleracién
a"(t) es siempre paralela al piano osculador.

11.- Halle los vectores T, N y B asociado a la curva a(t) = (i;t2;t3). Ademas,
halle las ecuaciones de los planos osculador, normal y rectificante en t = 1.

12.- Halle las ecuaciones de los planos osculador, normal y rectificante a ia curva
a(t) = 4 Lie~l- Li)ent=0.

FUNCIONES VECTORIALF?

13- Si a:[a; 6] -» E3 es una curva regular y #'(t) existe, demuestre que B’(t)
es paralela a N(t).

14.- Determinese T,N y B los planos osculador, normal y rectificante en a(0)
para las siguientes curvas:
a) a(t) = (teost;tsent\i) b) a(t) = (t- sent;1- eost;t)
c) a(t) = (t2;eost;sent)ent=1
d) a(t) = (t;1- V. t4-12) en (1; 0; 2). Demuestre que el plano osculador es
paralelo al eje Z

15.- Dada la curva C: a(t) = (t;In(sect) ;In(sec t 4 tant)); halle el triedro
movil en el punto en que la curva corta al plano XZ.

1 1
R T—— (1;0; 1), iv= (0; 1, 0), B=—(-1;0;1
vz( ) ( ) vz( )

1.8 CURVATURA Y TORSION DE UNA CURVA
Rl PARAMETRIZACION DE UNA CURVA RESPECTO AL PARAMETRO LONGITUD DE
ARCO
Teorema 5. Sea a: [a; b] -> En una curva regular tal que a([a\ b\) = & y la
longitud de arco de lacurvadesdet - ahastat = besL= 1| [(a'(t)|ldt
a
I monees, la funcion longitud de arco I. [a; b] -» [0; L] dada por
s=m = VwiMt
A

es continua y monoétona creciente en el intervalo [a; b].

Definicion 17. Una curva regular y: [0; L] -> Rn es parametrizada por la longitud
de arco s, siysolosi lly'(s)|]] = 1, Vs 6 [0; L]

Teorema 6. Toda curva parametrizada por longitud de arco y: [0; L] -» Un es
una reparametrizacion de una curva regular a: [a; b\ > Eny esta dada por

y(s) =a00)) .Vs £ [0;L]

b
donde L= ' [la:"()||dt 'y <p(s) = ¢ Us),s £ [0;¢d
Ja

L_-

I nlafigura 1.23 se muestra la curva reparametrizada y.
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Ejemplo 38. Sea a: [0; +00) -> E3 una curva regular definida por
a(t) = (eost;sent;t)
Halle: a) 5 = I(t) b) <p(s) = I~-\s) ¢)y(s) = cc(cp(s)) d) T(s)
Solucion
a'(t) = (-sen t;eost;1)

a) s = I(t) .|’0||a'(w)l|du = f yfser®i +coshi+ 1du =V2t,t>0

b) Comos = ((t) = V 2t, entonces la inversa de esta funcion es

— Q=N N
V2 0

c) La reparametrizacidn de la curva regular a en funcion de la longitud de arco s

@ -

dyr'(s) =(-tsen (-L):-Lc,s(-L);J-) y |l./(S)|=1i,vs>0
Por consiguiente, el vector tangente unitario T(s) es

N 2

Ejemplo 39. Dada la curva
C:a(t) = (t; In(sect) ;In(sect 4 tan t)) ,t E [0;7]

a) Halle la longitud de arco de C.
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b) Keparametrice C en términos de longitud de arco.

Solucién
rn/4 rtj4

ayL=1 |a')|cit= A V2sect dt = V2 In(V2 + 1)

b) s= 2@t =j |la'(u)||du = V2 In(seci + tani) ,t6 [();—

Al despejar t en términos de s, se tiene

ie% -\\ [ s\
t = (jo(s) = aresen —&----- = aresen (— ) ,s 6 [0;V21ln(V2 + 1)1
VeVf + 1/

Por consiguiente,
K(s) = a(<p(s))
= Maresen (tanh (£ ));In(cosh (A )); [cosh (i) +senk (-])])

Vs E [0; V2 In(V2 + 1)]

CURVATURA

Definicion 18. Sea & una curva regular en el espacio parametrizada por la
longitud de arco, esto es, existe y: [0; L] -» IR3 tal que y([O;L]) =g . Sea
/(s) = y'(s) el vector tangente unitario a la curva en el punto y(s). (Fig. 1.24)

I a razén de cambio del vector T(t) con respecto a la longitud de arco s, esto es:

T
I se denomina vector curvatura de la curva &en el punto y(s) y es dado por
dnt) dr dt. |
KW ds a8’
dt
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Luego, el vector curvatura K(t) tiene la misma direccién que el vector unitario
normal principal N(t) y es ortogonal al vector tangente unitario.

Definicién 19. La funcion escalar que multiplica a N(t) en (*) se denomina
curvatura de la curva Cen el punto a(t) (Fig. 1.24) y se denota por

IHHHOII
la'COll

La curvatura k(t) es un nimero real que nos indica que tanto setuerce (0 se
dobla) la curvatura C en el punto a(t).

Observacion 11.
i) La curvatura de una recta es igual a cero.

1
ii) La curvatura de una circunferencia de radio a es . esto es
1
k(t) = 2 WVt GE

iii) La curvatura de una curva plana en su punto de inflexion es igual a cero.

iv) Si C: a: | -» E3es una curva regular, entonces la curvatura de lacurva C en el

punto a(t) en términos de sus derivadas es dado por

lla*(t)xa" ()|
m o ~g @b Cb

v) Si C es una curva plana regular en E2, entonces puede presentarse los
siguientes casos:
a) Si la ecuacion de lacurva Ces C\y —f(x). entonces la curvatura de C en
el punto de abscisa x = a es dado por

_ 1/"(a)l
[L+ (/'(a))2]3/2

b) Si la ecuacion de la curva es C:x = g(y) . entonces la curvatura de la
curva Cen el punto de ordenaday = b es

k= IO\
[1+ (g'(b))2]32

c) Si la ecuacién de una curva C viene dada en su forma polar C:r = g(Q),
entonces la curvatura de la curva Cen el punto correspondiente a 60 es

I UNCIONES VECTORIALES

fd 2r\
& ) 2
el

1
2 ©

I j(tilpio 40. Sea C la curva de interseccion del cilindro
Noly2+2(y-x) —2=0conelplanox -y -2z—2=0
Ih’iermme la curvatura de el punto (3; —1; 1).

Solucién

Al completar cuadrados en las variables x ey, se tiene

{Q- 12+ (y+ 1)2=4
y

X—y—2z2—2=0
I-liego, al parametrizar la curva se obtiene
C a(t) = (14-2 eost;2sent—1eost- sent)ya(0) = (3;-1; 1)

I)e donde resulta
a'(t) = (-2 sent;2eost;—sent- eost) ya'(0) = (0;2;-1)

a"(t) —(-2 eost;—2sent;—eost4sent)ya"(0) = (-2; 0;, 1)

i k
a'(0) xa"(0) = 0 2 -1 =(“2;2;4)
2 0 *

Por tanto, la curvatura de la curva ¢?en el punto a(0) = (3; —; 1) es

[a'(0) x a"(0)|| 2V6
= Lt g (11

= ikW

1
| " w \
Kjemplo 41.- Sea lacurva a(t) = 4-Ly —t;— Intj

Ilalle la curvatura de la curva ~ en el punto donde la curva corta al plano XY.

Solucién
La curva & interseca al plano XY cuando la tercera componente de su vector

posiciév(t) es cero, esto es
— Int=0=>t=1
2

Luego, el punto de interseccion de la curva &con el plano XY es
i 1 \
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Al derivar la funcién vectorial, se tiene

a'(0 =ft+1;£-1;~) ya'(l) =f2;0;
a"{t)y= 1,1, - 21-2 y «"(1) =111, -
a'(l) xa"(l) = (— 2

Por consiguiente, la curvatura de la curva en el punto P es

‘ _ llor'Cl) x cr*()|| 2V2
o = Ik'()li3  “ 9

RADIO DE CURVATURA

Definicion 20. Sea g@: a: | -> R3 una curva regular, y sea /c(E) la curvatura de la
curva g en el punto a(t) donde fc(t) £0, Vt G/.
El radio de curvatura de la curva en el punto a(t) es dado por

Observacion 12. A la circunferencia que

tiene como radio R(t) (Fig. 1.25) se

denomina circunferencia de curvatura o

circulo de curvatura en el punto a(t0) de la

curva gcon k(t) ~ 0.

El centro de la circunferencia de curvatura

se encuentra sobre la recta normal a la

curva g en el punto a(t0). (Fig. 1.25), y

como los vectores T y N estan en el plano

osculador, entonces la circunferencia de

curvatura se encuentra también sobre ei

plano osculador.

La circunferencia de curvatura (C2) esta en el lado concavo o interior de la curva
g y tiene la misma curvatura que g en a(tQ.

El centro de curvatura de la curva g en el punto a(t0) es ei centro de ia
circunferencia de curvatura (Cj y es dado por

Coito) = dtQJ“ RUO0)N(to)
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Observacién 13. Sea g:y = f(x) una curva plana, tal que /'(*) y/ 7 (*) existen
en v a. Entonces, el centro de curvatura CO(x0;y0Q) de la curva g en el punto
(<; 1 (a)) esta dado por

| + (/(a))2 L fl+ ((a))a
*o=a-fia) [ :"Ea()a)) yOZ/(«) + :'Iia()a))

Definiciéon 21. (EVOLUTA DE UNA CURVA) La evoluta es el lugar
»métrico de los centros de curvatura de una curva g.
la ecuacion vectorial de la evoluta de la curva a[t) es dado por

£(t) = a(t) +R(t)N(1)

Observacion 14. Si g:y = f(x) es una curva plana, entonces la ecuacion
cartesiana de la evoluta se obtiene de la siguiente manera:
i) Se determinan las coordenadas del centro de curvatura CO(x0;y0) en forma

general.
h) De las expresiones obtenidas en i), despejar x e y en términos de x0y yO0.
iii) Sustituir en la ecuacién de la curva las expresiones de x e y obtenidos en

ii).
iv) En la ecuacion resultante que esté en términos de x0 y y0, sustituir x0 por x
y yO0 por y; asi, la ecuacion resultante sera la ecuacion cartesiana de la

evoluta.

Ejemplo 42. Dada lacurva g: a(t) = *~—~-—; J esen{u)du; t]

Ilalle la ecuacion de la circunferencia de curvatura de la curva g en el punto

1
jonde g corta al planoi +y +z = -

Solucién
Como fa curva g interseca al plano dado, entonces las componentes de la funcion

vectorial a(t) satisface la ecuacién del plano, esto es,

c-— 4 | esendu + £= —={ esen du=0<*t = 2n
2 Jon 2 hn \

laiego, la curva g corta al plano dado en el punto cx(27t) = POE— -—;0; 2t
Por otro lado, se tiene
a'(0 = (-1;esent;1) y a"(2/r) = (-1;1;1)
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= (0; esentcost;0) y a"(2n) = (0;1;0)

a'(an) x a"(2n) = (—4;0; - 1)
[a'(27r) x a"(27r)] x a'(27r) = (1; 2; -1)

[a'(27r) x a"(27r)] x a’(2n) 1
w = |[[a,(2ir)xo""(2ir)]xa'(2jr)]| =71~ ~ _1)

lla'(271)||3 3V6

R(2n) = .
(2n) Jar(2n) x a"{2n)\\ 5 (radio de curvatura)

Asi, el centro de curvatura de la curva &en el punto a(2n) es

Qo(2tt) = a{2n) 4 R(2n)N(2n)

<1 —A4m 3V6 ¢ 1 i _ 47T 3\
)-l_— .vi(1;2:-1) =0 )

La ecuacion del plano osculador de la curva ¢?que pasa por el punto a(2n) es

fi - 4rr \
(x;y;z) - ~~—-—;0;2nj  (-1:0;-1) =0» R:x+z =-

Como las coordenadas del centro de curvatura satisfacen la ecuacion del plano
osculador, entonces la circunferencia de curvatura se encuentra sobre el plano
osculador.

Ejemplo 43. Dada lacurva C:a(t) = (2t2\1 —t; 34-212)
Halle la ecuacién de la recta paralela al vector curvatura K(t) que pasa por el
punto a (t0), donde el radio de curvatura es minimo.

Solucion

a'(t) = (4t; —1;4t), a"(t) = (4;0; 4),

i 1 K
a'(t) x a"(t) 41 -1 4t = (-4:0; 4)
4 0 4
Luego,
l«'(to)113 1 24
«(t0) = *|'(t0) x a"(tO)|| = i A (1 + 32t“)F2'R'(to) =  t0(32t@+ 1)V/2
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Al igualar a cero la derivada de /?, el Unico punto critico de es t0o = 0.
Por el criterio de la primera derivada, se tiene

1 Intervalo Signo de R\t0) ACt0)

(-00; 0) decrece »

Min
(0; 4-co) 4 crece

Asi, el radio de curvatura es minimo en t0 = 0.
Ahora,
[a\0) x a"(0)] x cr'(0) = (4; 0; 4)

« (0 1
vO=fjetixa < (a7
I%Z?E oIl II 4a/2 , K(0) = /c(0)/V(0) = (4;0; 4)

Por consiguiente, la ecuacion vectorial de la recta paralela al vector K(0) que
pasa por el punto a(0) = (0; 1; 3) es

L(x;y;z) = (0;1;3) 4t(4;04),tER

Ejemplo 44. Halle la ecuacidn cartesiana de la evoluta de la pardbolay = x2
Solucioén

yUEI(R) = 2%yt (R)E 2

Luego, el centro de curvatura (x0;y0) de la
curva plana dada es

1+ 4x2
X0 = x —2x 5 = —4x3

1+4*%2 6x2+1

yo="*+

Al despejar x ey en términos de X0 y yn, se
tiene

Al reemplazar estas expresiones en la ecuacion de la parabola, se obtiene
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Por tanto, la ecuacion de la evoluta se obtiene al reemplazar x0 y yOporx ey,
esto es

E:X"(y-ii

TORSION
Sea a: [a; b] > R3una curva regular parametrizada por longitud de arco, tal que
a(f[asel) = ¢

«(0 = (ai(t);a2(t);a3(t)) ys = f(0 = Jl'alla'(U)IIdu,t 6 [a;b]

La razén de cambio instantaneo del vector binormal con respecto al parametro

dB
longitud de arco determina el grado de torsion de lacurvaren el punto a(t).

Para los vectores unitarios, se tiene
B(t) = T(t) X N(t), B'(t) =T(t) x N'(t)
N(t) x B'{t) = W(t) X [7(t) x W'(t)]
= [w(0 ew'(t)]r(c) - [/v(0 « T()IN'(t) =0

Luego, los vectores N(t) y B'(t) son paralelos.
Al derivar el vector binormal con respecto al pardmetro longitud de arco, se
obtiene

dB(t) _ dB(t) dt _ 1 dB(t) 1
ds ~~dT'ds = ta'(t)ll di = |la"(t)I|B (t)
Como los vectores N(t) y ¢*(O son paralelos, entonces se tiene

dfi(t)

Donde r(t) es una funcion real. Al nimero real r(t) se llama torsién de la curva
&en el punto a(t).

Observacion 15.
i)r(t) = 0,Vt6/siysolosi esunacurvaplana’
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ii) La torsion r(t) mide como se esté torciendo la curva & con relacién al plano
osculador.

iij) Si a: [a: b] > R3 es una curva regular parametrizada, tal que a'(t),a"(t) vy
a"'(t) existen en [a; b], entonces se tiene

I jcmplo 45. Halle latorsién de lacurva C: a(t) = (eost;sent;t)yent =0
Solucién

u'(t) = (-sen t;eost;1), a"(t) = (—eost;-sen t;0)

a"\t) = (sent;- eost;0), a'(0) = (0;1;1),a"(0) = (-1, 0; 0)
a"(0) = (0;—;,0), a'(0) x a"(0) = (0; -1; 1)

Por tanto, la torsidn de la curva dada en el punto correspondiente at = 0 es

[a'(i)xa"(t)].a'""(0) 1

TO= a xam ()12

. fzt +1 t2 \
rjemplo 46. Sea”™ una curva dada por a(t) = [— +

a) Halle latorsién de lacurva B Vt~ 1
b) Halle la ecuacién del plano osculador en la que se encuentra ia curva dada
Vt* L
Solucién
3 t2- 2t 6 2

/ \ / \
DaM =T PAM-H2 0 2 @ - be-1)sie- 1379

A6- %) L [«t(t) x 0" (t)] e« (0 =0, Vt* 1

at) = (-, *?2_m--
® = t—I1)ya'~ (t —I)4
Luego,
"(t "(t)j e am(t .
T-m = [a’(t) x a”(1) - 2 QZOV'[*I
ntJ [la*(0 x a™(t)||2
Por tanto, lacurva B es plana para todot ~ 1
b) Es facil verificar que
«m(0 x *"(t> = 3:-3). Bit) = 3:-3)
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Por consiguiente, la ecuacion del plano oscular en la que se encuentra la curva
dada, Vt * 1les

PO: (-1; 3;-3) = 0,estoes

PO\x —3y 4-3z- 5=0
Ejemplo 47. Dada lacurvaf\a(t) = - sent;1—eost;4sen , halle
la curvatura y la torsion de la curva &en el punto donde el plano normal principal
a la curva es paralelo al plano z = 1.

Solucién
Como el plano z — 1 es paralelo al plano normal principal, entonces sus vectores

normales k = (0; 0; 1 T(t) = A son paralelos. Luego, se tiene
( ) y ( ) ||( ¥ V’\]|IJ
k x a'(t) = (-sent;1- eost;0) =(0;0;0) «f senl=0 =t =0
X (1) (-se €08 ) =( )« ti - eost =10

También, se tiene

a"(t) = (sen t;cost;-sen N j, a (t) =feost;-sent;eos ™

a'(0) = (0; 0;2), 0"(0) = (0;1,0), a"'(0)=(l;0;,-"~ vy
a'(0) xa"(0) = (20,0
Por consiguiente, la curvatura y la torsion de la curva C en el punto
“(0) = (0;0;0) son
|a’(0) x a”(0)ll 1

l«'(0)]]3 4
r(o) —[a'(0) x a"(0)] *a""(0) 1
[la’'(0) x a"(0)[12 _ ~2

Ejemplo 48. Determine la ecuacion del plano oscuiador y latorsion para la curva

£\ a(t) - @rctant;- T4t dn(t+ VI + t2)/)

en un punto donde el vector tangente a la curva tiene la direccion de ia recta
L\X -r\ —y —\ —z —2
Solucion

A o« ST (TTANMF) eRddabet
L (x;y;2) = (-1; 1, 2) 4s(l; 1;1),s GE , entonces
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j k

g _ 1 1
() xd |+it2 (14i-t)2 \/|i| 2

| | | .. | . ___2)
Wit 402 VTT72" i+t2 VTTtri+ 12 (i|4=tt)
= (0;0;0)

I)c donde resultat = 0
también se tiene

a(0) = (0;—;,0), a'(0) = (1; 1 /ff

. 21 2 a”(0) = (0;—2;0)
«(0 L+12)2° (1+1)3" (I+1t232 I
24 6t2 2t

, a"'(0)=(-2;6;- 1
AL 4 t2)37(1 + t)4' (1 + t2)5/2,

a'(0) x «"(0) = (2;0; =2)

Luego, la ecuacion del plano oscuiador de la curva &en el punto
«(0) = (0;—1;0) es

FO: [(x;y;2) - (0;-1;0)] *(2;0;-2) = 0<=>fb:x-z =0

La torsidn de la curva ;?en el punto a(0) = (0; —1; 0) es

d(o)Xa"(o)]«a" '(o) 1

0 " o) x a"(o)i2

Ejemplo 49. Dada la curva

j xz-3x-22r3=0
€ [z22—yz r3y —4z-r4=0

Calcule su torsion en ei punto en que ia curva atraviesa ei piano XY.

Solucioén

Al hacer z = 0 en las ecuaciones de las superficies que generan  se obtiene
r-3ax +3=0 .. (1)
13y 4-4=0 .. (2

4
Al resolver (1) y (2), se obtienex = 1,y = - -

4\

Luego, la curva interseca al plano XY en el punto PO /1; 0j
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Al despejar x en la ecuacion de la primera superficie e y en la ecuacion de la
segunda superficie, resulta

2z —3 z22—4z + 4
z—3 z-3

Al definir z = t, se obtiene la ecuacion vectorial de lacurva esto es

(2t-3 t2-4t + 4 \= L
am ={j=3~"'-3 qu(jz(.'B.ch

De la funcion vectorial a(t), se obtiene

/3 t2—6t+8
a0 =" 320 (t- 32 N

“(t>= ((t- 3)3:(t- 3)3:°) ' a"(°) = (—27'" 27" °)

a",(t) = (- - (feyilo) -
2 . 6 6
a(O)Xa\'w 07 27 27

Por tanto, la torsion de la curva g en el punto correspondiente at = 0 es

=(-tvmb

= [«(0) X«"(0)] - «"(0) =
nj lla*(0) x a" (0)]|2

COMPONENTE NORMAL Y TANGENCIAL DE LA ACELERACION
Sea (}una curva regular en R3, esto es, existe una funcion vectorial
a: [a; b] > M3tal que a([a; b]) = &

Sea a(t) = (ax(t); a2(t)] a3(t)) el vector posicion de una particula P que se
mueve en el espacio, donde t es el tiempo. Entonces & representa la trayectoria de
la particula.

Luego, el vector velocidad de la particula en cualquier punto a(jt) = Q Gg, es
dado por

donde T es ei vector tangente unitario y | es la funcién longitud de arco.

De la observacion 8, el vector aceleracion es dado por
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a0 =10 =/ (a0 HOro =
&0=/(ero +i/ Qb

Ih linicion 22. El coeficiente de T(t) se llama componente tangencial de la
wrlrrncién y se denota por
Il®
Il coeficiente de N(t) se Ilama componente
normal del vector aceleracion y se denota por
[«,,(t) = fe()[/'(1)]2

| it rapidez de la particula en un instante t es
lv(t)ii = reo

I i componente tangencial de la aceleracidon es la razén de cambio del mddulo de
Li velocidad de la particula.

1,i componente normal de la aceleracion es siempre positiva.

Ademéas vemos que si el moédulo de la velocidad es constante, entonces la
componente normal aumenta al aumentar la curvatura.

I'slo explica por qué un automévil que toma una curva cerrada a velocidad
moderada 0 a una curva suave a gran velocidad exige, enambos casos,una fuerza
normal (rozamiento de los neumaticos) de gran magnitud para que el vehiculo no
se salga de la carretera.

I jemplo 50. Una particula se mueve segun la ley

a(t) = (t; In(sect + tant) ; In(sect))

Halle sus vectores velocidad y aceleracion, su velocidad escalar, ios vectores
unitarios 71y Aj, y los componentes normal y tangencial del vector aceleracion,
todo para t = n/3.

Solucién

v(t) =a’(t) = (1;seci;tant), v =(l;2v3) =v
a(t) = a"(t) = (0;secttanr; sec2t), a(-) = (0;2v3;4) = a
I'(t) = Ha'COll = V2sect , V(|]) =272

/"(t) = 92secttant , " (3 = 2Vo

I a velocidad escalar, el vector tangente unitario y la curvaturaent = n /3 son
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{6 b2

n « (S)xa"(E) 1

Como a= 1" )T+ k["*0] N,entoncesN = * ;0

=V <HIK)f=

EJERCICIOS

En los siguientes ejercicios halle los vectores unitarios T, N y B.
a) a(t)
c) cr(t)

PL+t3-t2t44) b) a(t) = (e"2t;e2t;14-t2)

. N o1-t
(elsen t;e2teost;e-t) d) a(t) =

2.- Sea una curva de ecuacién vectorial
C:a(t) = (t; In(sect);In(sect 4 tan t))
Halle los vectores 7, N y B y la ecuacién del plano osculador en el punto en
que la curva corta al plano YZ.

1 / l 1\
7. 7=—1(1;0;1), M=(0;1;0), B=(—-;0;—: PO:*-z =0
V2 Voyiz oy

3.- En los siguientes ejercicios, halle para el valor particular dado t, los vectores
7, Ny B; la curvatura, las ecuaciones de la recta tangente y la ecuacion dei
plano osculador a las curvas

V2
a) a(t) = (eLeost;eLsen tiel),t=0 /2 PO:x 4y - 224-1= 0 k——3

b) a(t) - (2 cosh(-j;2senfi (]);2tj ,t=0 R P:2y-z=0;k=
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t2 t3
V2 3
;i) Halle el centro de la circunferencia de curvaturaen a(0). R. (0; 2V2; 0)
b) ¢Cual de los siguientes puntos
Pi (0; V2, V2), P2(2V2; 2V2; 0), P3(VI; 0; 0)
pertenece a la circunferencia de la curvatura? R. P2

| -Sea una curvade ecuacion vectorial a(t) = 2t;
\

' Si tiene larepresentacion paramétrica
a(0 = (eost;sent, — J ,tE [0;4rr]
Determine todos los puntos en donde Atiene un vector tangente paralelo a uno

de los planos coordenados.

& Si  es una curva con representacion paramétrica

0= ¢ 1+t I-tN
a(0 =19 ¢
a) Calcule su torsion R r=0

b) Determine la ecuacidn del plano osculador en el punto en que t = 1
R RO:x-y4zo-1=0
c) ¢Seria distinta la ecuacién del plano osculador en otro punto? Justifique su
respuesta. R. Es el mismo.

/ Sea C una curva con representacion paramétrica

a(t) = (2 — t1/2;\t2 —1|)
Ilalle su torsion en el punto de interseccién de la curva con el plano
*4y4z="5 R r=20

S Dada ia curva parametrizada por a(t) = (I - 21;t2;2e2(i-1))
| lalle la ecuacion del plano que contiene a ia circunferencia de curvatura de fa
curva en el punto donde a'(t) es paralelo a a(t). Determine también si ei
punto (3; 2; 14) esta en dicho plano. R. R0:2x 4+4y - z=10

f Sea lacurva de interseccién de las superficies y2 = x .x2 = z. En el punto
(1:1il), halle los vectores unitarios 7, N y B\ ecuacion del plano osculador.
pl.ino normal y del plano rectificante.

M Sc.i ( una curva parametrizada
u(t) = (a(eost 4-1sen t); a(sent- teost);t2),t >0
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Reparametrizar la curva con respecto a la longitud de arco como parametro.

1 1 Dada la curva parametrizada por a(t) = (312,5- t; 5+ 3t2)
Halle la ecuacién de la recta paralela al vector curvatura y que pasapor el
punto en donde el radio de curvatura es minima.
R L= {(0;5;5)+A((l;0;1)/A6R}

12.- Halle la distancia que recorre una particula que se desplaza sobre la curva

C:x24y242722=1Ax42=1
a ¥\ - _’\zn

desde el punto ;4(1; 0; 0) hasta el punto B .
punto ¢A(L; 0; 0) P y2 2 2] 4

13.- Dada la curva parametrizada por
a(6) = (6 —sen Q1l—e0s0), 0 <9 <2n
y sea L la recta que pasa por el centro de la circunferencia decurvatura de la
curvaen 6 = n/3, en la direccién del vector curvatura.

Halle la interseccién de L con el eje X. R ;0)

14.- Dada lacurva C:x2- 2yz = 0 Ay 4z- V2x-1 =0
-a) Halle la ecuacion del plano osculador en el punto (-

V 2v2 4 4/
b) Halle la curvatura y la torsion en dicho punto.

. (1-21 d

15.- Dada la curva parametrizada por a(t) = y—-— ;J esenudu ;!

Halle la circunferencia de curvatura de ¢?en el punto donde la curva

. 1 3 . 3V

intersecta al plano x 4-y + z = > R. Centro: (2; 3; - > , Radio: 5 6
16.- Halle el radio de curvatura de la curva a(t) = (31—t3;312;314-13)

en el punto (-2; 12; 14).
17.- Halle la torsion de lacurva a(t) = (1 + t; et+l;i2+ 1) (t > 0) en el punto

de interseccion con la curva /?(t) = (1— flt ;edt; 1 4- 2t)) ,t>0

2e2
4- 4

R t=m
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IH Si es unacurvaen R3descrita por

«(0 = ”bent;l“eost;-4e o s GI0;27r]
Ilalle la longitud de arco de g entré el punto de curvatura maxima y el punto
de curvatura minima. R. L= 4V2

| Demuestre que la hélice descrita por a(t) = (a eoswt;a sen wt; bwt)

a
tiene curvatura constante k = —— pr
a24d

Un punto se mueve en el espacio segln trayectoria
a(t) = (4eost;4sent; 4eosf)
a) Pruebe que la trayectoria es una elipse y halle la ecuacion del plano que
contiene dicha elipse.

b) Pruebe que el radio de curvatura es 2V2(1 4 sen2t)3/2

2?1 Para la curva cuya ecuacién vectorial es a(t) = (el;e ~t:V2t), demuestre

V2
que la curvatura es k(t) = Ao

22.- Calcule el radio de curvatura de las siguientes ecuaciones polares:

(624-1)32 r- fi
ayr=9, R —2+ 2~ byr=e, R. V2e°
c) r=1+e0s9 en49:-, R. §>52+V2

23.- Encuentre las componentes tangencial y normal de la aceleracion en el

instante t - 2 para el movimiento de una particula, descrito por la curva
12

a(t) = g\\n(t2+ 1) ;2arctan t ;2yit24 I)J R. aT=0, aN= —7%\/30

24.- Encuéntrese la trayectoria a = a(t) de una particula dado que
a(0) = (0: 0; 1600) , a'(t) = (500; 1000; -32t). ¢(Qué distancia recorre ia
particula comenzando en el instante t = O antes de tocar el piano XY?
Proporcione formulas para las componentes normal y tangencial de la
aceleracion. ¢Cual es el radio de curvatura de la trayectoria cuando t = 5?
R. a(t) = (500; I000t; -16t24 1600),d = 11284 R{5) = 40950

25.- Una particula se desplaza sobre la curva C19 descrita por
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a(t) = (214-4)32;4 —21;t24- 4t~ , con una rapidez constante de 4 m/seg

Si la particula parte del reposo del punto (0; 8; —4)
a) Halle el vector velocidad y las componentes tangencial y normal de la
aceleracidn en el instante en que cruza a la curva C2, descrito por
/4 \ . 4
/?2(0 = 4-12)21;20 —IOtj P. =0,df =~
b) Desde que la particula parte del reposo, ¢cuanto demora hasta cruzar C2?
R t = 2seg

26.- Dos particulas se mueven de acuerdo a los vectores posicion

a() = (L+t2+3t) y/?2(0=(- t;3- t3
respectivamente, donde t es el pardmetro, partiendo det = 0

a) ¢Colisionan las particulas una a otra? En caso que sea asi ¢en qué punto?

b) Halle las ecuaciones de las rectas normales a ambas trayectorias en el punto
donde estos sean paralelos. R. L= {P/ P = (0;2) 4-1(—3; 1),t 6 1}

27.- Sea una curva descrita por la funcién vectorial

a(t) = (a2eost;a2sen t; b2t) con a y b constantes. Determine la curvatura,
radio de curvatura y torsién en cualquier punto.

28.- Sea S el sdlido encerrado por el cilindro parab6lico z = 4 - y por el
paraboloide eliptico z = x24- 3y2 y £ la curva de interseccion de ambas
superficies. Halle la longitud y la curvatura de

29.- Sea C la curva descrita por /(t) = (212;1 —t; 34 212) y PO ei centro de
curvatura de C en el punto donde la curvatura es méxima. Halle la ecuacién de
la recta que pasa por PO paralela al vector curvatura.

N
30.- Sea & la curva descrita por a(t) = ﬁeos t;1- sent; - §eos t) ,t>0

Demuestre que ¢?es una circunferencia y encuentre su centro y radio.

________ N

/ c
3 1 Sealacurva descrita por a(t) = (In(t 4V14-12) ;~ — ;in(i 4-1)j

Halle la ecuacion del plano osculador y la torsion para la curva &en un punto
donde el vector tangente tiene ia direccion de iarecta x —\ —y —2 =z —5.
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32.- Sea la curva e en U3descrita por a(t),te D,,.Halle el centro de curvatura

de < en el punto a(l) =(3;1;3), si se cumple que el plano osculador en
dicho punto es 3y —x = 0,

oo MWL) 0= 6]

(-t ;-s;25)

;; Halle las coordenadas del centro de curvatura de la curva Cx descrita por
«(0 = (t34-6;3t 4 4;t2) en un punto de intetgeccion con la curva Q@
descrita por* (0 = (t2- 3;31- 5;In(edt4-1- 1)3

M 1lalle la ecuacidn del plano osculador a la curva C descrita por
e. ( t2t3\ :ZC
R 3|

Una particula se mueve en el plano a lo largo de la espiral r = e° con una
rapidez constante de 5 pies/seg.

a) Calcule el vector velocidad y las componentes de la aceleracion de ia
particula cuando 6 = n/4.

Rmv© = (0;5) aT=0. aN=y V2e-"4

b) ¢Cuanto tardara la particula en ir desde el punto correspondiente a 0 = 0
hasta el punto correspondiente a 6. = ni

Rnt=T fen~ 1)
¢) Si 6 = 0 cuando t = 0, halle la funcidn vectorial que describa la trayectoria
de la particula.

R.<*(0=((~t +1) (eoslIn +1));sen (I, (£ t+ 1))j

W llalle la curvatura k(n) y latorsién r(rr) para la curva d descrita por

{9 = (’é-coss; 1- sens; 3eos sj\ siendo s la longitud de arco de la curva

. Sobre que superficie se encuentra ja curva 0?
R. fe(rr) = 1, r(rr) = 0, 3x-f4z=0
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37.- Halle el centro de la circunferencia de curvatura y el plano osculador de la
curva C:a(t) GR3,t GIRena(0) = (0; 0; 1), si se sabe que:

a'(0) =(0;0;2),T'(i) =(2; 1,-2), 7(t) es paraleloa Ly - 1;t) y

a"(t) = 2tT(t) + 2/V(t)
/2. (0;2;1),x = 0.

38.- Halle y grafique el circulo de curvatura y una porcién de la curva descrita
por: a(t) = (tsent4eost;sent—teost),t> 0 en un punto en donde el
vector tangente es paralelo al eje X.

39.- La curva g es la interseccion del cilindro x24-y2 + 2(y —x) - 2 = 0 con el

plano x —y —2z —2 = 0. Halle la curvatura, torsién y el plano osculador en
el punto (3; —; 1).

40.- Una particula se desplaza en el plano R2 a lo largo de la curva g de ecuacion

y = In(x 4 yJx2—V),x > 1 con rapidez constante (V3/2) mj seg. y parte
del punto (1; 0) en el instante t = 0. Halle la ecuacién del circulo de curvatura
de en el punto en que se encuentra la particula después de haber transcurrido
2 seg desde su partida.

R (x- 42+ (y + - In2 +V3) =16

41.- Sea Cx la curva descrita por la funcion
a(t) = (14-Le3-t;In(t24 2t + 1) —In4) y C2 la curva descrita por

m = ~ 0~ «Halle la torsion de la curva Cx en el punto

de intersecciéon de C1 y C2.

42.- Diga si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones. Justifique su
respuesta.
a) Sea a(t) = a2(t); a3(t)) una funcién vectorial. Si t es la longitud
de arco, entonces los vectores a‘(t) y a" (i) son ortogonales.

b) Si a: [a; b] > R3 es una curva, tal que ||a'(OIl = I* entonces a(t)esuna

circunferencia en R3.
c) Lacurva a(t) = (212\1 - t\ 3 4-12) interseca al plano
3x —14y 4-z - 10 = 0 en dos puntos. R.VFV
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LIMITES Y CONTINUIDAD

I 1 UNCIONES DE VARIAS VARIABLES

D<flnicion 1. Una funcion real de n variables denotada por /: D¢ Rn -» R es
una regla de correspondencia que asigna a cada n-upla de nameros reales
( -;*n) de un conjunto D del espacio Rn, un (nico numero real z
denotado por

* = f(x1;x2;...; Xxn)

| iis variables x1;x2; ...; xn se denominan variables independientes de la funcion,
mientras que z se llama variable dependiente.

11domino de la funcién / es el conjunto
)/ = d = {(xa;x2;...;xn) eEn/3zE£iK.Az = f{xt\xz-...;xn)} ¢ En
! I'rango o recorrido de la funcién / es el conjunto

R, ={zEI/ 3("1 x2;e;*,) 6 DAf(x1;x2:...;xn) =z] ¢ E

I limpio 1. Determine el dominio y rango de la funcion

/(*;y) =v'36-*2-y2
Solucioén
I Idominio de la funcion f es ei conjunto

D={(x:y) GIR/36-x2-y2>0}={(x;y) E 12/ x2+y2< 36}

I's dccir. el dominio es ei conjunto de todos los puntos que se encuentran en la
tircunferenciax2 + y2 = 36, 0 en su interior.
('mno 36 - x2- y2>0<>0<x2+y2<36«*0<36- x2-y2<36
m>0<7z- <36—x2- y2< V36 = 6, entonces el rango de la funcién / es el
i im|unto

Rf ={z£ &/ 0<z<6}=1]0; 6]
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Definiciéon 2. Sea /:D cln-+1 una
funcion de n variables reales con dominio D. Se
denomina gréfica de la funcién
z = f(xi, ...;xn) al conjunto de todos los
puntos (X; x2;...;xn;z) cuyas coordenadas
satisfacen la ecuacion z = f(x1\x2\...;xn) y se

escribe

Q = i(xi;x2;...;xn;z) GE"+L [/ z = /(X X; ...;xn)} ¢ E"+

Para el caso n = 1 (funcion de una variable real) la grafica es una curva, mientras
que paran = 2 adopta la forma de una superficie en el espacio E3, siendo / (x;y)
la distancia orientada desde (x;y; 0) hasta (x;y; /(x;y)) (ver fig. 2.1)

Al referirnos a una funcién dada por la ecuaciéon z = f(xx;...;xn), se supone (a
menos que se especifique explicitamente alguna restriccion adicional) que el
dominio estd formado por el conjunto de n-uplas (xx;...; xn) para los cuales z es
un namero real.

Ejemplo 2. Dado /(x;y) = 6 4--"36 —9x2—4y2

a) Encuentre el dominio y rango de ia funcién,
b) Trace la grafica de f.

Solucién

f X2 y2 1
a) Df - {(x;y) GE2/ 36 - 9x2-4y2> 0} =J(x;y) GE2/ —4-— < 1]
V >

Luego, el dominio de/ es el conjunto de todos
ios puntos (X; y) que estan en

X2 Y2 o
ia elipse 7 4-3 = 1. oen su interior
El rango de la funcion f es ei conjunto
« =]zeK/6<z<6 +7V36 = 8j

= [6;8]
b) La grafica de la funcién / es iasuperficieque
se muestra en la figura 2.2

Ejemplo 3. Determine analitica y graficamente el dominio de ias siguientes
funciones
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In(y2—x2) 4 areseniy —2) —y 9 —x2 —y?2

n) /(x;y)
J16- x2-y2 Jy2-1
» IC5Y) = i(WzFy2-Ya)  vxz_y2
Solucién
d) DF - {(x;y) GE2/y2—x%x2>0A—-1<y—2<1A9—x2—y2> 0}
= {(x;y) GE2/y2>x2A1<y<3Ax24y2<9}
I ue™o, el dominio de/ es el conjunto de puntos (X; y) que se encuentran entre las

netasy = —x y y = X, interior o sobre la circunferencia x24 y2 = 9y entre las
teclasy = 1 y y = 3, como se muestra en la figura 2.3 (las lineas punteadas no

' \/ X/
/iYW
1 1 s( % 'IL'J

N

/ nNg A \

b)OF ={(x;y) ER2/ 16 - x2- y2> 0Ax24-y2- 4> 0Ax24-y2- 4* 1
Ay2—1> 0Ax2—y2> 0}
=i(*;y) 6 IRRjx2+y2< 16 Ax2+y2>4Ax2+y2* 5A(y< -1 Vy>1)Axl-y 2> 0}

Por consiguiente, el dominio es el conjunto sombreado en la figura 2.4.
l,as lineas punteadas no forman parte del dominio.
Ejemplo 4. Si /(x 4y;x - y) = xy 4y2, halle/(x;y)
Solucion
1 1
Al escoger u = x4-y y Vv —X —y, se obtiene x = -2(u 4-v)y y = -2(u —V)
1Aiego, la regla decorrespondencia de/ en términos de U y V es
1 1 1
f(u;v)=-(u +i;)(u-Vv) 4j(u-v)2 --(u2 - ui
(U v)=-fu +iu-v) 4i(u - V)2 - o )
Por tanto, la regla de correspondencia de / en términos de X ey es

107y) =i (*2~*y)
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OPERACIONES CON FUNCIONES
Sean f,g\ Rn -> R dos funciones de n variables cuyos dominios son Df y Dg

respectivamente.
a) Funcién suma

(f + 0)Q0 =/(*) + 9(x).

Entonces se tiene:

b) Funcién diferencia

DiH+g =DF n Dgy x = (xi; x2;...; Xn)

(/-0)() =1(*) -g(x), xe Df.g=Df nDg

c) Funcién producto

(1+40(*) =f

d) Funcién cocie

0 A:Wy -exxn ~KeRy

(x).g(x), x6 Dfg=Df QDg

nte

3

Definicion 3. Sean /: f Iy g:R~* R funciones cuyos dominios son Df vy

Dy respectivame

nte.

La funcién compuesta g °/ es dada por ia regla de correspondencia

(F1* 1) (1) = g(f(x)) = gif&I'X2j-:*n))

El dominio de la funcién compuesta 5 » / es
={xeDf / f(x) G03}
En la figura 2.5 se muestra la funcién compuesta g °/.

Ejemplo 5.

Dado g{x) = arccosx

y

1 (X;y;2) = v;x2i-y2+z2- 9.

encuentre el dominio y la regla de correspondencia de la funciéng °t m

Solucioén
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bi K*;y;z) e 4y24z2- 9> 0},D™ = [-1; i]
», 8 {(x;y\z) GDf / f(x;vy;z) GDg]
{(x\y-,2) e DF / -1< Vx2+v2+2z2- 9 <lIj
((x;y;2) GK3 /9 <x2+y2+1272<10}

I in-lade correspondencia de la funcién g of es

< il)(*;y;z) = g(f(X\y; z)) = arccos (Jx2+y2+ 22 - 9), (x;y; z) G Dgof

<1 KVAS DE NIVEL

1 I (x\y) es una funcién de dos variables y c es una constante real, entonces
11 12lea de la ecuacion /(x;y) = c es un conjunto de puntos en el espacio R3
eon coordenadas (x;y;c). Todos los puntos tienen la misma cota z = c. Luego,
lodos estos puntos estan a la misma altura sobre el plano XY, es decir, estan al
mismo nivel sobre el plano XY.

I as gréficas de la ecuacion /(x;yj = c, en el plano XY, se llaman curvas de
nivel de la funcién /.
\ la lamilla de las curvas de nivel de f se denomina mapa de contorno.

1l Mpio 6. Para el paraboloide eliptico z = /(x;y) = (x- 1)24-(y - 1)2,
dibuje un mapa de contorno utilizando curvas de nivel parac = 1.2,3 4.

Solucion

Para cada c > 0, la ecuacion z = /(x;y) = (x- 1)2+ (y- 1)2= ce& una
*iii~inferencia con centro en el punto cO(1;1) y radio r = Ve.

Asi, parac = 1, facurvade nivel es (x - 1)24(y- 1)2=1

la lisura 2.6 muestra las cuatro curvas de nivel de / y la figura 2.7 muestra ia
"i afiea dei paraboloide eliptico.

Fig
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SUPERFICIES DE NIVEL

Seaw = /(X; y; z) una funcion de tres variables con dominio D e |3

Las graficas de la ecuacion /(x;y;z) = fe (fe constante real), en el espacio M3?se
llaman superficies de nivel de la funcion /.

A diferencia de las curvas de nivel, las superficies de nivel son normalmente
dificiles de dibujar.

Ejemplo 7. Dibuje las superficies de nivel de la funcion
i
I(x;y;z) = x24— 4122
Vi 4

Solucién
Cada ecuacién de la superficie de nivel de
/ tiene por ecuacién

jx2+'\- +z2=k

<>X2+ 4 4-72=k2

Luego, las superficies de nivel de / son
elipsoides con centro en el origen de
coordenadas. La figura 2.8 muestra las dos
superficies de nivel de /. hg. 2.8

Ejemplo 8. Halle la ecuacién de la curva de nivel de la funcion
[(x;y) = y2arctan(x2)

que pasa por el punto >4(1; 4)

Solucién

Para cada valor de la constante c, la ecuacion de la curva de nivel de f es
y2arctan(x2) = ¢

Como i4(l;4) es un punto de la curva de nivei, entonces sus coordenadas

satisfacen su ecuacion, esto es

16 arctan(l) = c <*c = 16 |n} = An

Por tanto, la ecuacion de ia curva de nivel de ia funcién /' que pasa por el punto
4(1; 4) es
cN:y2arctan(x2) = 4zr

FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

I jcitiplo 9. Una compafiia fabrica una caja rectangular cerrada de modo que su
\olumen sea de 36 m3. El material para la base y la tapa cuesta Si. 12 el metro
-uadrado; para los lados de enfrente y de atrds. S/.10 el metro cuadrado; y los
oiros dos lados S/. 8 el metro cuadrado.
i)Si C denota el costo total de la caja, determine C en funcion de las dimensiones
de la base de la caja.
lo <.ileule el costo total de construir una caja cuyas dimensiones de la base son:
largo 2 metros y ancho 3 metros.
Solucién
i) Si X ey son las medidas de largo y ancho de la base
de la caja, y Z la medida de la altura, entonces el
volumen es
V = xyz
Como el volumen de la caja es 36 m3, entonces
36
V=xyz=36=>z=—
Xy
Al utilizar los costos de cada lado por metro cuadrado, se tiene el modelo de
costo total
C = 12(2xy) 4 10(2xz) 4 8(2yz) = 24xy 4 20xz 4 16yz
Al reemplazar la expresién de z en el costo total, se obtiene
AN /36\ 136\ 720 576
C(x;y) = 24xy 4 ZOX(\x_y)J 4 16y {x_yl) = 24xy 4—---;--- 1X
Por tanto, la funcién costo total de la caja en términos de las medidas de la
base es
, X 720 576
clx;y) = 24xy 4---)—/—---1———)2— (x> 0# > 0)
b) El costo total de construir una caja cuyas dimensiones de la base son x = 2m y
y = 3m es

720 576
C(2;3) = 24(6) + — +— =5S/.672

Ejemplo 10. La empresa Pallancos S.A. fabrica dos tipos de cinta de casetes de

60 y 90 minutos de duracion. El costo por unidad de mano de obra para los dos

tipos de casetes es de S/. 2y de S/. 3 respectivamente. Ademas, la empresa tiene

costos fijos semanales de S/. 4000.

a) Halle el costo semanal C como funcién del nimero de unidades de los dos tipos
de cintas producidas.

b) Caicule el costo total de producir 10000 cintas de 60 minutos y 8000 cintas de
90 minutos.
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c) Si la empresa vende la cinta de 60 minutos a S/. 2,50 y de 90 minutos a S/. 3,50
cada una, halle la utilidad semanal como funcién del nimero de unidades
producidas y vendidas por semana.

Solucién

Sea x el nimero de casetes de 60 minutos producidos en una semana e y el

nimero de casetes de 90 minutos producidos en una semana.

a) El costo semanal de producir cintas de 60 y 90 minutos es

C(x;y) = 2x 4 3y + 4000
b) El costo total de producir 10000 cintas de 60 minutos y 8000 cintas de 90
minutos es
C(10Q00; 8000) = 20000 4- 24000 4 4000 = S/. 48000
c) La utilidad semanal de la empresa es
U(x; y) = Ingreso semanal —Costo semanal

1
= 2,5x 4 3,5y - (2x 4 3y 4 4000) = -x 4 -y - 4000

Ejemplo 11. Trace la grafica de las siguientes funciones:
a) /(x;y) =3- %Ux2-fy2- 4y 4 4 b)g(x\y)= 4479 4x2-Ffy2
oh(x\y) = 34yix24y2- 4x - 6y 4 12
d) j(x:y) = 5--1jl6x 44y - 4x2- y2- 4
Solucion
a) Df = {(x;y) GR2j x2+y2- 4y 44 > (0}
= {(x;y) GE2/ x2+ (y —2)2> 0} = R2

La grafica de la funcion / estd formada por ei conjunto de puntos
(x;y;z) GR3que satisfacen la ecuacion

Z=3—Yjx24y2—4y 44 <*(z—3)2=X2 4y2- 4y -r4
» (Z2—3)2=x24(y- 2)2 « X24 (y- 2)2- (z- 3)2=0

Esto es, la grafica de la funcion es la mitad inferior del cono eliptico con

vértice en el punto K(0; 2; 3) (ver Fig. 2.9)
El rango de / es el intervalo Rf = (—e0; 3]
b) Dg = {(x;y) GR2/ 94 x24y2> 0} = R2

La grafica de la funcién g esta formada por el conjunto de puntos
(x;y;z) GRUque satisfacen la ecuacién

z2=44y9-fx24y2» (z—4)2=9 ti2ty 2
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iz—472 x2 v2

I sto es, la gréafica de la funcién g es la parte superior del hiperboloide eliptico
de dos hojas con centro en el punto C(0; 0; 4) (ver Fig. 2.10).
I I'rango de la funcion g es el intervalo Rg = [7; +00)

c)hh = {(x;y) GR2 / x24y2- 4x - 6y + 12 > O}
= {(x;y) GR2/ (x - 2)2+ (y - 3)2> 1}
Luego, el dominio de la funcién h es el conjunto de puntos (x;y) G R" que
pertenecen o estan ai exterior de la circunferencia
(x-2)24 (y- 3)2=1
l,a gréfica de la funcion h es el conjunto de puntos (x; y; z) G R3 que satisface
la ecuacion
[ =34 yjx24y2—AX —6y 4 12 $>(z —3)2=x24y2- 4x - 6y 4 12
» (X- 2)2+ (y- 3)2- (z- 3)2=1
I.sto es, la grafica de la funcién h es la mitad superior del hiperboloide eliptico
de una hoja con centro en el punto C(2; 3; 3) (ver Fig. 2.11).
I I'rango de la funcion h es el intervalo Rh = [3; +00)
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d)D = {(x;y) GEB/ 16x 4 4y - 4x2- y2- 4 > 0}
X -2)2, -2)2
-y eIy P2 (Y22 )
Luego, el dominio de la funciénj es el conjunto de puntos (x;y) G E2 que
pertenecen o estan en el interior de la elipse
(x-2)2 (y-2)2

4 16
La gréafica de la funcionj esta formada por el conjunto de puntos

(x; y; z) G E3que satisfacen la ecuacion

z—5— 16x 44y —4x2—y2- 4

9
= (z —5)2= — (16x 4-4y —4x2—y2- 4)

(z-5)2 (x-2)2 (y-Z)g1
9 4 16
Esto es, la grafica de la funcion j es la pane inferior del elipsoide de centro el
punto C(2; 2; 5) (ver Fig. 2.12).
El rango de la funcion j es el intervalo Rj = [2; 5]

<.

Ejemplo 12. Determine analitica y gréficamente el dominio de las siguientes
funciones

e — I e -y\
a) /(x;y) = jy senx b) g(x\y) = ~/sen (x2 -fy2) -f arcsen f—]
Solucién
a) ={(xy) GE2/ysenx > 0}

={(x;y) GI1 2/ 2kn <x < (1 4 2k)n Ay > (O}
U{(x;y) GE2/ (1 + 2/cjTT< x < (2k 4 2)n A y<0, A GE}
Luego, el dominio de la funcién / es ei conjunto sombreadoen la figura 2.13.

Fig 2 13
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h> ~{(x;y) £ E2/sen (x24y2) >0A—-1<-'< I)j

jix;y) GE2/ 0 < sen (x24y2) < 1A-1 < - < 1j

m ((x;y) GE2/ 2kn <x24y2< (14 2k)n A—x <y<xAx>0,/cGN}
U(((v;y) GE2/ 2lcTr < x24y2< (1 42k)n Ax <y < -x Ax < 0(k GN)
donde N = {0,1,2,3,...}
! >j’téllca de la funcion g se muestra en la figura 2.14 parak = 0y k = 1.

EJERCICIOS

i l)etermine analitica y graficamente el dominio de las siguientes funciones

ai 0y = 2 /(*,y):e \Iyil

In(x24y2) vx 4y2 In(y - x2)
O/ (x;y] == +———— d) /(X;y) = ArCSen X 4 — — .vvveeiereeees -
V4 x y2 9-ry?2 vr - r

e)/ (x;y) =In(*—=1[) 4yl- (x-1H2-(y- 12

sen (x - y) + V2xTy

D/(x;y) = -

Yj2X - x2 - 4y2- 16y - 1
B/X*y) = IVy2- i1+ [VT=F] h)f(x-y) = * vy
iel(x;y) = n(36 —4x2—9v2) —arcsen |---—---- g

Xty

In(x - 2y) [ v\
DI(x-y) = — + arccos |I—+ )

vV'y - 2X Vx -y >

k1l (x;y;z) = v-z22—x2- y2+in(9 - x2- y2- z2)
44v16 —z2

N/ (x;y;z) = - — Nz - /(x;y;z) = In(xyz)

4 -rv16 —x2—y?2

m)/ (x;y; z) = arcsen x -r arcseny + arctan z

I Mie la gréafica de las siguientes funciones

A)T(\y) = 24 4%x24 4y2 b)/(x;y) - eosx ,-n <x <n
el/(ajy) = 44 yx24-v2 d)/(x;y) =4- v 4+ x2 4y2
> [ (viy) = 2 —y 16X —4x2—4v2—16v—16 f) /(x,y) = e_y"
"YI(';y) =4- "x24y2- 4X 4 6y - 3

h)/ >4 vy2- 4x24 16x - By - 16
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3.- Dibuje las curvas de nivel (/(x;y) = k) de las siguientes funciones para
cuatro valores de k.

a)/(x;y) =V*y Db)/(x;y) =1 +x+y)2

c)(x;y) = 1—=11- lyl d)f(x-.,y) :-j:\x

e)/(x;y) = In(x24-y) NIx;y) =~ +~

g)/(*y) =" h)/(x;y) = er +

0/(*;y) = (*- 1)2- (y- )2 )/(*;y) = VI0° - 25%2-4y2

4.- Dibuje las superficies de nivel (/(x;y;z) = Ic) de las siguientes funciones
para 3 valores de k e indique el nombre.

2 2
a) I(x;y;2) =y + b)/(x;y;z) =x2+y2- z2
c) I(X;y;2) =x2+y2+22 d)/(X;y;z) =VvXx2+y2- 4z - 2X

e) I(X;y;2z) =z- (x- 2)2- (y- 3)2
0/(x;y;z) = 4x2+ 9y2436(z + 1)2

5.- Sea f: R2 -> K una funcién de dos variables tal que
/(X +y;X-Yy)=5x2+ 5y2+ 6xy
Halle /(x; y) y esboce la grafica de f.

6.- En los siguientes ejercicios estan definidas las funciones / y g. Encuentre
ft(x; y) si h =/ °g. Halle el dominio de h.

a) f(t) =arctant ,g(x-,v) = v;x2- y2
b) /(t) = arcsent g{x\y)=V1- x2 -y2
X2 y2

z2
7.- Dado ﬂue f(x;y;2) = T 4-3 4-% , encuentre la superficie de nivel que

pasa por (-2; 3;-10).

8.- Una empresa elabora dos productos A y B. El costo de los materiales y de la
mano de obra es de SI. 14 por cada unidad del producto Ay de SI. 25 por cada
unidad de B. Los costos fijos son de SI. 2000 por semana.
a)Exprese el costo semanal C en términos de las unidades de A y B

producidas cada semana.

78

FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

b) ¢Cudl es el costo total de producir 200 unidades de Ay 150 unidades de B?.
R .8550
c) Si la empresa vende los dos tipos de producto Ay B a Sl. 20 y SI. 30 cada
una respectivamente, obtenga la utilidad semanal de la empresa como
funcién del nimero de unidades producidas y vendidas por semana.
R. U = 6x 4 5y - 2000

* Se construye un tanque que tiene la forma de un paralelepipedo rectangular

abierto de modo que albergue 1000 metros cubicos de agua. Los costos de los

materiales son: SI. 20 el metro cuadrado de la base y de SI. 10 el metro

aladrado para las paredes verticales.

W) Determine el costo total C de construir el tanque como funcidon de las
dimensiones de la base del tanque,

b) Calcule el costo total de construir un tanque cuyas dimensiones de ia base
son: largo 50 metros y ancho 30 metros.

0 lina fébrica de pinturas vende dos marcas de pintura. Las cifras de venta

indican que si la primera marca se vende a x nuevos soles por galon y la
.efunda a y nuevos soles por galén, la demanda de la primera marca serd
IWU;y) - 200 - 10x + 20v galones por mes y la demanda de la segunda
marca serd D2(x; y) = 100 + 5x —IQy galones por mes.
a) Lxprese el ingreso total mensual de la fabrica de pinturas, obtenido de ia
venta de ia pintura, como una funcion de ios precios x e >.
R. / = 200x 4 I0Oy 4 25xy —10x2—10y2
b) Calcule el ingreso de la fabrica si la primera marca se vende a S/. 20 e!
‘malon y la segunda a S/. 15 el galon. R. Si. 6750

1 lina tapa conica descansa sobre la parte superior de
un cilindro circular recto, como se muestra en la
lisura adjunta.

Si la altura de la tapa es dos tercios de la altura de!
cilindro, exprese el voiumen dei sélido como
funcion de las variables indicadas.

11
RmV = —9 nrfh

na lata para refresco se construye con una envolvente lateral de hojalata, y
»un lapa y base de aluminio. Dado que el costo de la tapa es S/. 20 por unidad
iii.airada, de SI. 10 por unidad cuadrada para ja base, y de S/. 30 por unidad
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cuadrada para la envolvente. Determine la funcion de costo C(r; h) en donde r
es el radio de la latay h su altura. R. 30nr2+ 60nrh

13.- Una tienda de calzado vende dos clases de zapatos de damas que son
parecidos pero estan hechos por diferentes fabricantes. El costo para la tienda
del par de zapatos de la primera clase es de $ 30 y el costo de la segunda es
de $ 40. Se ha determinado por experiencia que si el precio de venta de la
primera clase es x dolares y el precio de venta de la segunda es y doléres,
entonces la venta mensual total de la primera clase es (70 —5x + 4y) pares
de zapatos y la venta mensual total de la segunda clase es (80 + 6x —7y)
pares de zapatos.

a) Exprese la utilidad en términos del precio de venta de los zapatos de
primera y segunda clase.

b) ¢Cudl es la utilidad si el precio de venta de los calzados de primera y
segunda clase es de $40 y $ 50 respectivamente?

14.- Si T(x;y) es la temperatura en un punto (x;y) de una placa de metal ligero
en el plano XY, entonces a las curvas de nivel de T se les Ilama curvas
isotérmicas. Todos los puntos de una de estas curvas estan a la misma
temperatura. Suponga que una placa ocupa el primer cuadrante y que
T(x;y) = xy. Una hormiga que parte del punto (1; 4) quiere caminar sobre la
placa de modo que la temperatura en su trayectoria permanezca constante.
¢Cudl debe ser latrayectoria de la hormiga?

4

2.2 CONJUNTOS ABIERTOS Y CERRADOS

Definicion 4. Sean X = (x1;x2;...;xn) , Y = (yi;y2i—jyn) dos puntosen el
espacio Rn. La distancia entre estos puntos es dada por

d(X; Y) = V(yi - Xy + (y2~'x2)2+ - + (y,. - *n)2= I*-

Definicion 5. Sea a = (ax;aZ2;...; an) un punto en el espacio Rny r unnimero
real positivo. Se llama vecindad abierta o bola abierta de centro a y radio r. al
conj unto

B(a;r) ={X EEn/ d(X\d) <r] =[XEMn/ |X- a\ <r]
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Definicién 6. Se denomina vecindad cerrada o bola cerrada de centro a y radio r,
hl ronjunto

ey ={~er/ d(X\4) <r}
Definicion 7. Una vecindad o bola reducida de centro a y radio r > 0, es el
HMijunto

I'(«;r) = ("M n/0< d{X)d) <r) = B(a;r) - {a}

1|«ii*pio 13. a) En la recta real (E) son vecindades de centro a los intervalos

H % —t j-
@ r a a+r a—r a a+t+r

I(u;r) = (a—r;a4r); B(a\r) = [a—r;a + 1]

lo I nel plano M2, son vecindades los circulos de centro a = (c”; a2)
H(a-.r) = {(x;y) 6 K2/ (x - ax)2+ (y - a2)2 < r2} (Fig. 2,15)
/I(a;r) = {O;y) 6 R2/ (x - ax)2+ (y - a2)2 < r2} (Fig. 2.16)
I1"(a;r) = B(a\r) - {(a”az)} (Fig. 2.17)

Fig 2 15 Fig 2 16

c) I nel espacio jR3, son vecindades las esferas de centro a = (aj,; a2;a3) y radio
r.

H@;r) = {(x;y;z) E13/(i - aj)2+ (y- a2)2+ (z- a3)2 < r2}(Fig. 2.18)
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Fig 2 17

Definicion 8. Un conjunto D ¢ En es abierto s.s.s. \/X E D,3S > 0 tal que

B{X\S) ¢ D

Ejemplo 14. a) En larecta R, D = (a; b) es

un conjunto abierto.

b) D= {(x;y) E12/x>0) es un conjunto
abierto (Fig. 2.19)

c) D—{(x;y) ER2/ x>0} no es un
conjunto abierto.

d A={(xy;z) ER3/y>0} e un
conjunto abierto.

el B=[XEE3/D(X\Y)>r} no es un
conjunto abierto.

f)S = Rn,5 = 0 son conjuntos abiertos.

Definicion 9. Un conjunto 5 ¢ En es cerrado
s.s.s. ei complemento es un conjunto abierto.

Ejemplo 15.

a)S = [ab] c R escerrado, pero
A = [a; b) ¢ E no es cerrado

b) 5 = {(x;y) EE2/ xy < —1} es un conjunto
cerrado, pues S' = R2—5 es abierto.
Fig. (2.20)

c) M={(x;y;z) ER3/ a<x<b,c<y<d,e<z<f}

cerrado.

N

Hg 220

es un conjunto

FUNCIONES LE VARIAS VARIABLES

Drffiiicion 10. (Punto de Acumulacién). Un punto POE En es un punto de
acumulacién de un conjunto D ¢ En, si toda bola reducida B'(P0ir) contiene
mi mitos puntos de D, es decir #'(PO;r)nD ? 0.

I limpio 16. Sea D= {(x;y) ER2/ x < 0,v < 0} U{(2; 2)}, Po(0; 0) es un

punto de acumulacién de D, pues para cualquier r > 0, Z?(PO;r) n D * 0 . Mas

mu, cualquier punto de D distinto de (2; 2) es un punto de acumulacion de D, y
") no es punto de acumulacion de D.

V<LIMITE DE UNA FUNCION DE VARIAS VARIABLES

I n esta seccion se extiende ios conceptos de limite de las funciones de una
variable real, abordados en el capitulo 3 de Tépicos de Calculo Vol. |, a las
funciones de varias variables.

Drfiniciéon 11. Sean /: D ¢ E2 -» E una funcién de dos variables definida en el
conjunto D\ Po(*o;yo) un punto de acumulacion de D y L un nimero rea.
cualquiera, entonces

lim I(x;y) =L
avsolosi paracadae > 0,35 > Otaique |[/(X;y) - Lj< siempre que
0 <V(X-x02+(y-y02<5
I sia definicion en términos de vecindades es

lim f{x-,y) =L» Ve> 030" >0 /V(x;y) 6 B'({x0-y0)\S) n D,
() *(x0>y0)

=>/(x;y) EB(L:e) (Fig. 2.21)
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Observacion 1. La definicién 11 es mucho mas compleja que el de las funciones
de una variable real, ya que en este caso, Unicamente se tiene una trayectoria
lineal para aproximarse a un punto, por la izquierda o por la derecha o por ambos
lados; sin embargo, en el caso de las funciones de dos variables existen infinitas

trayectorias (0 curvas) para aproximarse al punto (x0',y0), como se muestra en la
figura 2.22.

El estudio de los limites para funciones de n variables es analogo.

Observacion 2. ||(x;y) - (a;b)\ <8 =* \x- aj <8 A \y—h\ <8

Ejemplo 17. Demuestre que CX:Slli (xi-y2) =5

m
-(1,2)
Demostracién. Sea e > 0, debemos encontrar un 8 > 0 tal que \x 4y2—5j < c.

siempre que 0 < ||(x;y) —(1; 2)|j < 8. Para esto expresamos \x 4-v2—5;j en
términos de \x —1j A |y —2i, esto es

X +y2-5=\(x- 1)+ (y- 2)2:4y - 8|

Kx - 1) + (y - 2)2+ 4(y - 2)j

N

iX—1j 4 |y —21jy- 2| 4 4]y - 2
Asi, se tiene:

WX4y2- 5 < ix—1j4ijy- 2Ly—2i44jy- 2i<e .. (1)
Ahora, restringimos la eleccion de 8 de modo que 6 <1.Luego.

il(*;5y) —(1;2)]| <5< 1 —1] <5Ajy —2|<5<1 .. (2
Sustituyendo (2) en (1), se obtiene:
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[*+ y2 5| < \W- 1+ |y- 2|]ly- 2] +4)y -2/ <S+6 + 40" = 60" =
I'or lauto, si escogemos 8 = min |I; severifica I* + y2 —5|< e, siempre

ur 0 < X; - (1; 2)|| < 8. Esto demuestra que lig X+y2 =5
q 1(x;y) - (15 2)] q O;y)-nll;Z)( y2)

I imiplo 18. Demuestre que lim (x24-2*y) = 3

(*3y)-»(3;-1)
l«mostracion. Sea e > 0; debemos encontrar un 8 > 0 tal que \x24- 2xy - 3| < e%
umprc que 0< [[(x;y)- 3;—1)|<8=t0< \x- 3 <8A|y41 <8
I'ftu esto expresamos |x2 4- 2xy - 3| en términos de \x —3| A |y 4- 1|, esto es,
[v* €xy - 3] = jx2- 2X - 34 2xy 4 2x| = |[(x - 3)(X 4 1) 4 2x(y 4 1)]|

< W4 I\x- 3] 42|x|]ly 41 <e (1)
‘i hacemos 8 < 1, se tiene \x- 3| < 1,]y 4-1 < 1
I \X - 3] < 1, se obtiene \X4-1] < 5 y|x| <4 .. (2)

liig»o, reemplazando (2) en (1) resulta
[x24-2xy - 3] < \x+I\\x - 3| 4 2|x||y 4 1] < 58 4-8~ = 138 = £
I‘0i lanto, si escogemos 8 = min |I; — | se verifica \x24- 2xy —3| < e
siempre que 0 < [|(x;y) - (3; —1)|| < 8, (0 < \X- 3] <5A0< |y4 1] <5)

Por tanto, Ix;y)llrg(S;—i)SXZLL 2xy) =3

I'UOIMEDADES DE LIMITES

liorcma 1 Sean f,g: E2 E funciones de dos variables tales que

I.y;-umo;yO)f(X;y) =L ’(x;y)-lj‘?)I(O-,)O)g(X;y) - M y Po(x0;yQ es un punto de J|

.U timulacién del conjunto Df n Dg c¢: E2, entonces se tiene j

al (X;y)_i_i'_r(]XoWO)jf(x;y)tg(x;y)] =LxM

b; _ lim yog/(x;yj-g(x;V)]

Bay)=00 i
= (ey)00y0] Kidhed ygdim  FOCYN = LM .
c) u,y.}i-EU‘o;yo{Cf(X] y)] =c¢ U;y)-’i‘é"rg;yo) f(x:y) = cL (c = constante)
f(x1y)

L
______ = -- ,siempre que M~ 0

D vy oy aky) ~ M
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| REGLA DE DOS TRAYECTORIAS PARA CALCULAR LIMITES |
i

i Si los valores de lim /(x;y) son distintos cuando (x; y)se aproxima |
(x;y)->(x0;yQ (
a (x0;y0)a través de dos trayectorias diferentes, entonces .
lim 1(*; no existe I
(x;y)-*(x0;y0) 3y) i
Ej lo 19. Dada la funcién / X Calcul I
: a la funcién Y) = —e- . Calcule m ;
Jemero ada la funcion Jx:y) = 5y - CAloUle . Il (X3Y)

en caso exista.
Solucién
Df = R2—{0;0}
Para calcular el limite, consideremos dos trayectorias diferentes que pasan por el
punto PO(0; 0), esto es

Ti={(x;y) ER2j y - Gy y T2- {(x;y) ER2/ y = X]

Los limites sobre estas trayectorias son:

0
Sobre 7\: i 1(x; I / 0) =lim— =10
obre - ylg}o [(X;y) = |m (x; 0) n?)xz
_ X2 \
Sobre 7V( )ITTZO 0) f(xly) = Ilmf(x X) = I|m o2~ 7

Por tanto, de acuerdo a la regla de dos trayectorias se concluye que

lim f(x; no existe.
(*;y)-K0:0) (x:y)

XV2
Ejemplo 20.- Dada la funcién /(x;y) = 3{3-]1—)/;.Calcule (x-ysi-r‘D(O'OJ/(X;y)

Solucién
Df = {(x;y) ER2/x 3t-y3~ 0} = {(x;y) ER2/ y -x}
Sean ias trayectorias que pasan por el origen de coordenadas

Ti=i(x]y) ER2/y =x] y T2={(x;y) ER2/y = x2}

Los limites sobre estas trayectorias son:

x3 1
Sobre 7}. ) I'T(oml(x’y) = I|m/r(x X)= Ilma; -,
. . ] X5
Sobre T2: _ lim /(x;y) = lim/(x;xO = lim—--—-—-- - =0
U3y)->(0;0) x->0

Porconsi%uiente, " ;m(10 0)Ax;y\) no existe.
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Observacién 3. En los ejemplos 19y 20 hemos concluido que no existe el limite,
pues encontramos dos trayectorias que conducen a limites diferentes. Sin
embargo, aunque las dos trayectorias hubieran conducido a un mismo limite, no
se puede concluir que el limite existe. Para llegar a esta conclusion, debemos
probar que el limite es el mismo para todas las trayectorias. Esta tarea sugiere el
uso de la definicion para demostrar la existencia o no existencia del limite.

Observacién 4. En el calculo del limite de funciones de varias variables,
podemos sustituir directamente como haciamos con funciones de una sola
variable, siempre que la expresion resultante tenga sentido. Por el contrario, si la
sustitucion directa da lugar a una forma indeterminada, debemos investigar la
existencia del limite mediante la regla de L'Hospital o siguiendo diversas
trayectorias que pasan por el punto, lo que puede mostrar que el limite no existe.
lambién existen métodos que utilizan coordenadas polares en el célculo del limite
de una funcion de dos variables cuando (x;y) tiende a (0;0).

Ejemplo 21. Calcule los siguientes limites en caso existan

. 2xy2- 3 i x3y3- 1
a) iim —Z—--— h) lim -f—— -
2:3) X¢+y 6 (x;y)-*(-1;-)X2y z — 1
x2—y2 1 —e(2*+y)z
) Resiy Tvx Y )2 senziex ty)
in(43 4 7xy) . 4xy
) e RagarcanGxy £ 18) D ryRe0 T +y2
. 9y2(x41)4~3x2 X2-Yy2
PLINES oz
00 By 24 %2 (* Roco)x2 4y 2
li /(x;y),donde/(x;y) = 4y2|(2x2
) U;yi—r|nw) (xiy).donde/(xiy) = _“_—");ZH \x2+ya
lim xy[l - cot2(x In(l 4 sen (x
) Ty Y : Z.y)][ ( )]
X z 4xz
K y &y

lim ,
Usy;2)->(0;0;0) X* 4y ¢ 4 Z¢
Solucién
2xy2- 3 -39

uy)gz23)xL+y2 4 4-9

b) El limite es de la forma 0/0. Al factorizar xy - 1 en el numerador y en e!
denominador, se tiene
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x3y3- 1 _ (xy - D(*2y2+xy +1) 3
GY)H™i5-i)x2y 2 — 1 (*;y)-»Pl;-X) (xy —D(xy + 1) 2

c) El limite es de la forma 0/0. Al efectuar una racionalizacion en el
denominador, se obtiene

X2-y2 _ (*-y)Q +y)Gly + V¥
x99 " - V* ()99 (My - VF)(-ly + V*)

(x- )X +y)Jy +yix)

= im
(x;¥)-(9;9) y - X
- N\ - _
= )ggg 9)f—(1c+ y)-vly W] = —108

d) El limite es de la forma 0/0. Al hacer el cambio de variabie u = 2x +y, se
obtiene una expresion en términos de u, donde u -» 0 cuando
(x;y) -» (-1; 2). Luego, al aplicar laregla de L'Hospital (L'H), se tiene

| —e(@+y)2 1- eu WO -e uZ2u
L= (*,yi-mt-l 2 sensEx +y)= Iu>o§'é'ﬁgZu) 4% sen u. eos u
ueuw?2 LU e“2+ 2u2e“2
= - |im = O 1) | e——
u-*o sen u u-*o eos u

e) El limite es de la forma 0/0. Al hacer el cambio de variable u = 6 + xy, se
obtiene
In(l + 7(xy + 6)) In(l + 7u)
N (Ry)-i(32) arctan[3(xy + 6)]  u>oarctan(3u)

u->0 3 3
14-9u2

R Y LTTti _7

f) El limite es de la forma 0/0. Si (r;0) son las coordenadas polares del punto
(x;y), entonces se tiene

(x = reos 6
{y =rsen?9
Luego,
. 4xy 4r2sen 0eos 0 _
L= lim -=== =|im— fes = 4limrsen9e0s9 = 0
(*3y)-K0;0)"x2 + y 2 - oo .

(pues, jsen 0 eos 0| < 1 para cualquier valor de 0)

g) El limite es de la forma 0/0. Al usar coordenadas polares, se tiene:
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! _ 9y2(x 4 1) 4 3x2 " r 2[9rsen26 eos 9 4-9sen26 4 3c0520j
(*;y)-*(0;0) 3y2Fx2 r-*o r 2[3sen20 4- cos20]

N

9r sen29eos9 + 6sen29 +3  3(2sen20 4 1)
r-*o 2sen20-F1 2sen29 4-1 A

h) El limite es de la forma 0/0. Al utilizar coordenadas polares, resujta

L= i X2~y?2 r2(eos29 —ser29) - _ 2
~ (y)2o0) J % % = €0s29 -

Como este limite depende del angulo 0, entonces no existe.

N _2
X¢ 4_
i) Como f(x-,y) = -——-—--y~-— jmmmmm se hace el cambio de variable u =
) (x-,y) gl Xo+ye
fye
Luego, se tiene

L= lim f(x;y) = IimE-r-]-(--I-t-r]-)-lf‘- MER
(X;y)'*(l;l) u-*0 u u-»0 1

I) I'l limite es de la forma 0. 0o. Al expresar cotangente en términos de seno y
coseno, se obtiene:

L= lim xvil —cot2(xy)]. Inil 4 sen (x
wofim Xy (xy)] (xy)]

xy[sen2(xy) - cos2(xy)] In[l 4 sen (xy)]
i*;yj-*(0;0/ sen¢(xy)

in[l 4 sen(xy)\
= g fsenZlof - costboll i s Wb e
=(0—1)()()=—

k) El limite es de la forma 0/0. Si (p\9,cp) son las coordenadas esféricas del
punto (x) y; z), entonces se tiene
ix = peos0 sen

jy=psen9seno, p=yk24y24122
VZ = p €eos o
Dado que p O cuando (x;y;z) (0; 0; 0), entonces se tiene
Xy 4yz 4 xz
L= gim  XTYERXY

u;y;z)-*(0;0;0) X ¢, 4y ¢ 4 Zc
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| — iimP2lcos6 sen 6 sen2@+ sen 6 sen qeos (p 4 €0s 6 sen eos g
p-»0 pc

= e0s 0 sen 0 sen2q 4 sen Qsencp eos P4 e0s 6 sen @eos @

Como este resultado depende de los angulos O y cp, entonces no existe el
limite.

EJERCICIOS

1.- Utilizando definicion de limite, demuestre los siguientes limites

(x2—y242x —4y) = 10, bllim  (3x2—4y2) =
)(* y) >(3 y(* )»(2 )
c) (Xy)>(3 |)(X24’}'2' Ax&2y) =-4 d) yI)m(12 o (24 2x —y) = 4

2.- En los siguientes ejercicios demuestre que para la funcion dada
f(x\y) no existe

lim
i*;y)-K0;0)
f o3 tome 7\ = {(*;y) £ R2/y = 2
a) (X-,y)—x—zi_—y{), ome 7\ = {(*;y) y = 2x}y

T2 = {(x;y) e R2/ y3 = x}, donde (x;y) ™ (0;0)

2 2
b)/(*;y):)'('2iy—,tome?\:ejex, T2={(x;y) £ R2Zy =x]

4 4
)/ (*;y)=Tx2~ y4)3- = fe;y) /ly =x}t2="fe;y) e R2/y2=x]

df(x;y) = X7 N={(*y) £ER2Zy=x}T2={(x;y) £R2 y = x2}

X2y2
e)/(x;y) = “ y7-,7\ = {(x;y) £ R2/y = 0},T2= {(x;y) £ R2y =¥]
3.- En los siguientes ejercicios pruebe que  lim  /(xiy) existe
Xy , S N 3
a)l(x;y) = b)/(Xay )=
yfxi -&yz fi?\)/
/ _X84y3 2. el limit
o/(x;y) = x_2"4-:§/-§ 2. el limite es cero.
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c%}{x;y)\ = 2" sen (/)}/ Ty sen (x} SEX T Qy ™ 0 tf.EIl limite es cero.
(0 # six=006y=0

. (e — x\
Iira/ (x;y) = In  — —J,donde x < a,y < a, demuestre que
lim _/YX;y) no existe.

d.v'H(a;a)
Sugerencia: Considerar dos rectas distintas que pasan por el punto (a; a).

(‘alenle los siguientes limites, en caso existan

exy—1 Xy (x2 2
a) lim At RO b) lim xy(x2-y 2 RO
U;y)-*(0;0) X (*;y)->(0;0) X2+ y2
cos(xy) - 1 In(x24y2- 4
0 lim = -1 ro @ tim NO2EYZEAH L
(x:y)->(0:0) X xiy)->(-1;-2)  x24'y ¢ —5
x sen (x2 4-y2)
? (*;y;!ggO;O) _____ X2 iyl R0
(eos X —i)(y.—2) 1 _ ~X
Voo oy TREGEH T o Sy X 6V RO
aresen (xy - 2) 1 e*2+y2- 1
N n.1
(*,y)—EQZ,l) arctan(3xy —6) 3 (*,ysn}OO) X24y2
i 24y N5 1\ PO K . 1 —eos(sen 4xy) 8
m en — P ~
) ! (x24y2) xy! )U;ygmo;o) sen2(sen (3xy§3 9
. sen (xy) i cos(xy) - cos(sen (2xy)) 8
? —
Dyt x 2 1 (x;ymo;m x2y2 S

1- cos(2xy 4 2y)

ni) U;ym-l;Z) (x & 1)2y2 4 arccot y y ] R24T

Xy sen (sen (2xy)) Y\
R.; 422 .
'u; yBHZOO) 1 —eos(sen 4xy) ) 3')5?(‘05'\/ X R.eH
/1 4 tanxy\senxy -
P) (xy) R00) Vil 580 Xy) -
eos(sen (x 4y)) - cos(x 4y) .
0

D <y Ro0) (x 4y)2

a1
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Xz4y24 2xy - 4

FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

N lim  f(x;y), donde/ (x;y) = ——— o R.O (orno ( HMm™()Y (A'y) = 0 =/(0;0), entonces / es continua en (0;0)
(x:y)->(v.0) 4y-2
) (*;yBi_T4;_2/fQ,(;y)’ donde I [rmplo 24.- Dada la funcion
1- cosfxy 4 2x) / x3y3 \ x3y3 Iof -
1(x;.y) = 2-----4 Aarctan — — ] R.2-2n vy O'Y) (00)
06y) = )% Ry, P(xy) = Ax2y 4 (y - X)2 !
) lim /(x;y), donde 0, (xiy) = (0;0)
(y)m(rooiD liriermine si f es continua en (0;0).
/ 4y\* In(x24-y2 i6
I(X;y) =+ —]j y4— 2arctan(x 4y 4 5) 4— "( y_) R.ed44n )0%'9
oii )Iirr(10 o f(x',y) es de laforma 0/0. Lue™o, al utilizar coordenadastoIares
nyy) >(0; '
u’ tiene:
2.4 CONTINUIDAD DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES
Definicién 12. Sea /:D & R2-> R una funcién de dos variables definida en el U;y;mo;o)/-(\)/(;y)y - U;yl\;\/ng);o) x2y 4 (y —X)2
conjunto Dy sea (x0;y0) E D, con (x0;y0) punto de acumulacién de D. i
La funcidn / es continua en (x0;yo0) *=> lim /(x;y) =/(x0;y0) 4im r0eos3# sens0 —
(xy)->00,y0) reorz[r cos¢# sen 0 4 (sen 6 —eos 0)2J
Se dice que la funcién / es continua en el conjunto D, si es continua en cada
punto del conjunto D. r4eos36 sen36
r-or eos26 sen 6 4 (sen 6 - eos0)2
Ejemplo 22. Dada la funcién /(x;y) = 5xy. Determine si / es continua en «limo este limite depende del angulo 6. entonces el limite no existe. Por
(2; 1) i onsiguiente, / no es continua en el punto (0;0).
Solucion
Como lim f(x',y)= lim 5xy = 10 = /(2; 1), entonces la I [i*mpio 25.- Dada la funcién
funcion / es continua en (2; 1). /a4 a4
/(*;)) = ]arcBn ) -1*: * Cxe°3
Xy2 . I A (x:y) = (0;
. : ; ;  (x3y) = (0;0)
Ejemplo 23.- Seal/(x;y) = §x2+y2 06 y) * (0;0)
0, (xy) = (0:0) i .ikule ei valor de A para que la funcion / sea continua en (0; 0).
S . 0 0 Solucién
DeterTme si /- es continua en (0; 0). P»i icalcular el valor de A, es suficiente calcular I|m fQ/(\ y)
Solucién (x:y)-»(0:0)
i) /(0;0) =0 \'m, al usar coordenadas polares resulta
. . _Xy2 r4(cos40 4*sen4#)j
i) lim [(X; =  lim —-- es de la forma 0/0 Al utilizar i
o) Y = M0 X2 Ty 2 am o, f(y) = limarctan )
coordenadas polares, resulta: - }i)rBarctan[r4(cos46 4 sen40)j = 0
L= ) Xy?2 i r3eos 6 sen26_ i 6 6) = i 1 deb ] 0:0 .
= (x;yB'—q;(O;O)x_é ey lim =5 = limricos 6 sen¢ ) =0 niiin / debe ser continua en (0; 0), se tiene:
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o;y*ﬁﬂ%;m’o 1Y) =0=/(0;0)=A

Por tanto, A = 0.

PROPIEDADES DE CONTINUIDAD

Sean / y g funciones de dos variables continuas en el punto (x0;yo)> entonces
a) cf es continua en (x0;y0), siendo c constante real.
b) / + g es continua en (x0;y0).

c)f.g es continua en (x0;yQ.

f
d) 9 es continua en (x0;yo), siempre que g{xQyo) * 0

Teorema 2. Sean/: Dc R2 E y g: E > E dos funciones reales tales que
Img(/) = Rf zR. Si f es continua en (x0;y0) y £ es continua en /(x 0;y0),
entonces la funcion compuesta h = g °f definida por /i(x;y) = g(f(x\y)) es
continua en el punto (x0;y0).

Ejemplo 26.
. S ;
Seal(x;y) = < xy
(1 (xy)=(00)
Pruebe que / es continua en todo E2.

Soluciéon
Note que /(x;y) = (9 °h)(x;y) = g(h(x:y)), donde

sen z
{ z ,SI1Z* Q

1 , siz=0
La funcién h es continua en (0; 0) y la funcién g es continua en z = 0, entonces
f =g oties continua en (0;0).
Por consiguiente, / es continua en todos los puntos de EA.

Ejemplo 27.- Sea/(x;y) = "4y24 (x —3)2 g; (x;y) ~ (3;0)
2, si(xy) =(350)

a) Determine los puntos donde la funcién no es continua.

b) Indique el tipo de discontinuidad que presenta /.

Solucién
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n i)/(3;0) =2
ii) Sean las trayectorias que pasan por el punto (3;0)

N={(x;y)e U2/y =0ty T2= {(x;y) e R2/y =x- 3}
1,5 limites sobre estas trayectorias son:

SrC (1% ;0 (Xy) = n =0

Sobre T2: lim__/(X;x - 3) = Iimg”\—/\ — =i
(xy)=>00r 'V x>85(x —3)2 5

I llego, por laregla de las dos trayectorias el limite no existe.
I'or tanto, f es discontinua en el punto (3; 0) de tipo esencial.

I li mpio 28.- Determine si la funcion dada es continua en el punto (0; 0).

(715x2+ 15y2+ 16 - 716 - x2- y2
H(x3y) =] Xz+y?2 st (xy)  (0;0)

\4 2 .s i (xy) = (0;0)
olyci6
) Aoio)=2

i dima (X es de laforma0/0. Al efectuar una racionalizacién
) (xyfog < Y)
en el numerador, se obtiene:
l - lim f(x;y) = hm - !
(x:y)->(0:0) 0y) (xiy)->(0;0) X +y2

- im 16(x2+y?2) . B 16_2
U;y)-(00) (x2+ y2)715x2 + 15y2+ 16+7 16 -x2 - y2 8

(orno (*;)})[QO;O)/ (x;y) = 2=1/(0;0), entonces/ escontinua en \(/O; O).y

I templo 29.- Dada la funcién /(x;y) = In(4x2+ 9y2- 36). Halle el conjunto
<unde /' es continua. *

Solucién

I.i luncién / es continua en el conjunto

I> {(x;y) e 12/ 4x2+9y2- 36 > 0} = |(X;y) e IR/ +y >1j
. . . X2 y2
pie corresponde al exterior de la elipse — +— =1
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CALCULO Il
EJERCICIOS Ikicrmine el conjunto en el que las siguientes funciones son continuas
3Xx 2
1- En los siguientes ejercicios, determine los puntos en los que la funcién es 9 (xy) = X?)f—y%;_?)/(x\,"ﬁl) "=rarccesty—x2) )

discontinua.
<>/(x;y) = In(16-y2%%3) d)/(x;y)= -X&=vi_.
yj9 - x2-y2

a)/(*;y) =1ilx]| + |y] 'St (*:y) * (0:0) «e Discontinuaen (0; 0) VYY) = In(d - x2- y2) - In(x24y2- 1)

(0 ) si (X!y) = (010) Sen (Xy)
0A"Y) = —F-—- T 9 y) = arcsen(x2+y2)
by/(*;y) =i R. Continua en todo B’
(0, si(xy)=(0;0)
jy sen (M2+72) si (x;y) * (0,0) R Continua en todo K2 i li u<I( 10S DE REPASO DE LIMITES Y CONTINUIDAD
c)fix-,y) ~
, 0 . si(xy)=(00) I ( .»kule los siguientes limites, en caso existan
" x2y24-2x2y —XYy2—XYy 4 2X =y —2 R 1
I [x| + Iyl "51~ * (0" R- Continua en todo R2 (xy) >(| )XY 4 XY 4 2X —y ¢ 4 3xy 4 ¥ — _4y —4 '
X34y3 Jxy - 24x3y3- 8
Py — . | li , R. 0 li e ey R.1/2
0 , si(xjy)=(0;0) »U;y)!r(g;% ~NIXTy © (*;y)l-rp(z |)V --,/X 2y2_ 4
171 1 . R.2
e, fOc-.y) - 'S' (*i5° ' (0:0) R. Discontinua en (0:0) (Af y5n(00)xy \1 - xy 14xyd4xzyel '
1 , si(x;y) =(0;0 x3sen 2 9 -
( (x3y) (0:0) » o lim 7 (y )0 0 li rr 2.1
f)/(x;y) = ] . _ (iry)»0) (y 43)sen (x r&;y)-»(o;o)sen x2)In(l 4y2)
{8 afecot ( ). ®ix; yWE (dgjp) R. Continua en R2 X sen (XX " y In(l + xy2)
/ ADAR 9 (av 5”‘110 )|¥?,*2+y9 ) IrE'xy)—»(Of))tanx (1 —cos(x24-y?2))
2 - COSX . . .M «
&iv{f%vg, - 'DE— ~,si (x;yj * 10;0;" r. Continua en R* o L L. .
YJvx>§)-\ v fy(, 1T " | .niclie la continuidad de las siguientes funciones
,si(xiy) = (0;0) X24-4y2 .
i)/ (x;y) = — R continuaen D = M2- {(x;y) e | 2/x = +2y}
Qirctan (x2 +y2) + In(x24y2+ 1) ~ (x;yj ™ (0;0) x —4y
>/(x;y) =4 X2+y2 _ b)/ (x;y) = yeosQ 2| g /7 R2- {(0;0)}
( 0 . si(y) =(0;0)
R. Discontinua en (0; 0) o X24-y?2
c)fix;y) = In
(4 —x2-y2
nf, v) _ Jy" 'n(x* +y") ,s¢ X yz 10,0) R Continua en R2 R. continuaen D = {(x;y) EE2/ x24*y2 < 4}
yi 7T Q _si(xy) =(0;0)
o y3 4 Inx
_ (1- cos(2x2+ 2y2) _ fy.~ * £0:0, d)f(x;y) T (x- 4)34y6
DICsy) =< (x24y2)2 XtHy'+2o R.continuaen D = {(x;y)EE2Xx>0AX"4 - y2}
C 3 sifcy) = (0,0 x3 4 In(y 4-1
. Y,
R. Continua en at(x;y) = )3+ g R*continuaen D = {(x;yj 6 1 2/y>-1}
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3.- Analice la continuidad de las siguientes funciones en el punto (0; 0).

*2y2
al(x;y) = -(x2y2+ (x -

Ixssen (y2—1 )

y)2 Si(xy)  (0;0)

si & y)= (0;0)

Tr--,81°(X:y) *(0;4)

(y - 4)senx
0, si (xy)=(04)
i X c 0 sl(x:y)*(0:0)
( o si (x:y) = (0; 0)
Aoy = &Y Y iaeyde s o) #0:0)
. , si 0;y) = (0;0)
Sx| + 7ly|

4.- Demuestre Que

0y R00) 1X2 4 9y

—= +00

Solucién: Usando coordenadas polares, se tiene

S5IXj + 7lyi
U;jH00 Ix2+ 9y2

5.- Analice la contin

y

[rj[5|cosflj + 7jsen fl[]
r2(7cos2d + 9sen20)

5jcos 0j 4-7jsen Of

—lirn —+-00

r-*o\r\(? €0S26 + 9sen20)

idad de | funcn nen (Q; 10

e ) Ll \Uéﬂ'y'h 'mf,l-w

6.- Analice ia continuidad de / en el punto (0; 0).

22

Si (X y)  (0;0)

I(x;y) = Mx[3+ |yi3

,0

si (x;y) = (0;0)
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DERIVADAS PARCIALES

*| DERIVADA PARCIAL DE UNA FUNCION DE VARIAS VARIABLES

in Topicos de Calculo Vol. I , hemos visto que para estudia» la pendiente de la
tecla tangente a la grafica de una funcion / en un punto y para medir la rapidez de
i unbio de la variable dependiente respecto a la variable independiente, era
necesario emplear la derivada de la funcién /. En este capitulo veremos cédmo
« .as ideas se generalizan a funciones de varias variables.

Definicion 1.- Seaf: D QR 2 ->R una funcién de dos variables con dominio en
el conjunto D Q R2

I r. derivadas parciales de primer orden de / con respecto a las variables
independientes x ey, en cualquier punto (x;y) G D, son las funciones dadas por

df(x; / liyy) —/(x;
—(X ) = fx(x'.y) = DJtx-.y) hm—(x + ) (x:y)

df(x; y) = ly(xy) = DA(x:y) I_m/(x +h-,y) = 1(X; y)l

« estos limites existen.

I os limites en esta definicién son en una variable, por lo cual para calcularlos se
puede usar las técnicas aprendidas en Topicos de Calculo Vol. /, sobre
laeionalizacion, regla de L'Hospital, etc.

Tuesto que la derivada parcial de una funcién de dos variables es la derivada
ordinaria de la funcién que se obtiene al fijar constante una de las variables x oy,
ti calculo se realiza de la misma manera y usando las mismas reglas que se
utilizan para las funciones de una variable real.

<Jbservacion 1.- Cuando queremos definir la derivada de /en un punto particular
(\,,;y0) G D, simplemente reemplazamos (x;y) por (x0;y0) en la definicidn.

I jemplo L- Dada la funcion /(x;y) = 3x2y +x +y . Usando la definicion de
derivada parcial calcule /*(1; 1) y fy{- 1 1).
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Solucién
fx(1: 1) = HQ?)/(I + h; 131- /(1 1)= 'H_‘IO[S(l + h)z;: h+2]-5
_ . h@Bh+7)
Bl LU
Iy(-1: 1) = |!<i/\r8/(_|; 14—fc|:()- /(—; 1): If.(_@0[3(1 +k)k+ k] —3
= |_|';]O_k =

Definicion 2.- Sea f:D QRn ->R una funcién de n variables con dominio el
conjunto D Q Rn, tal que z = f(x1;x2; ...; xn)

Las derivadas parciales de primer orden de / con respecto a las variables
x1)x2]—',xn en cualquier punto (jcx;x2;...;xn) £ D son las funciones de n
variables dadas por:

df(x1;...;xn) f(x1;...xi + h-,..-xn) - f (x 1}...;xn)
------- 5);——=1,(*,; = Um J

si estos limites existen parai = 1,2, ...,n.

La derivada parcial de una funcién de n variables es su derivada de / respecto a
una de sus variables independientes y mantiene a las otras como constantes.

Ejemplo 2.- Halle las derivadas parciales de primer orden de las siguientes
funciones

a) f(x\y) —x3- 2x2y24-3 b) g(x;y) = ex2~y2 4 In(x24-y2- 4)
c) /i(x;y;z) = 2cos(xy2) 4 tan(yz) - In(x2- 4y) 4 yjxyz

fZetZdt 4 Ifxeos(tZ)dt 4-arctan(xyz) 4 8
X *J-y
Solucién
a) Al derivar/ con respecto a x manteniendo constante y, se tiene
fx(x',y0 = 3x2—4xy2

Al derivar f con respecto ay manteniendo constante x, se obtiene

Ay =Y

DERIVADAS PARCIALES

1% Al derivar g con respecto a x manteniendo constante y, resulta

2-v2 2* V2 .2 2X
Ax(x',y) = ex y. 8x4—-*2 y2_ 4 2xe* =¥ *x24~y2—4

Al derivar # con respecto ay manteniendo contante x, se obtiene

2y 2
-y) = — = - 2yex2~y2+ s n
fly(x-y) =ex y (=2y) + ¢ $y2*4 yex2-y +X5_,fy 4
) Al derivar h con respecto a x manteniendo constante y y z, resulta
2X yz
hx(x;y;z) = -2 sen (xy2)(y2) - +
X2- 4y
= —2y2sen (xy2
y (xy2) x2- 4y 2VX
Las derivadas parciales de h con respecto ay y z son:
hy(x',y:z) = -2 sen (xy2)(2xy) 4 sec2(yz)(z) -
y ly1 - y y y X2 —dy 2){Xyz
= —9xy sen (xy2) 4z sec2(yz) 4 Vxz
- y y y x2-4y + 2|y
Xy mJxy
hz(x;y;z) = sec2(yz + =ysec2(yz) 4
(x;y;2) (yz)(y) 2 yixyz y (yz) Ve
d) Las derivadas parciales de f con respecto aXx,y y z son:
yz
fx(x\y; z) = -e *24z cos(x2) 4
x(x\y; z) z cos(x2) 14 x2y2z2
fy(x;y;z) = zeos(y2) 4 Xz
y(xiy:2) = zeos(y2) y222
lz(x;y;2) = "4—r* t2) dt 4 X
z(x;y;2) = ez _vcos( ) _4x2y222
(xy(x2-y2)
Ejemplo 3.- Sea /(x;y) = | x2+y2 ' <
(o si (x;y) = (0;0)
Halle fx (0; 0) y fy(0; 0) si es que existe.
Solucién
i) Paray " 0, se tiene
fty(/i2- y2)
r (0 +hiy) —/(0y)_ li2+y2
R
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2oy D yhes v
Moy - B n3dyz =Y
Luego, paray = 0 resulta fx(0; 0) = 0
ii) Parax 0, se tiene
xh(x2- /12) n

M ,;0)_llra/fe o+>)-/(«»)=lim A
' li-o h h>o h

xh(x2- h2) X(x2- h2)

D hx2+ h2) = B >%+h% =7

Luego, para x = O se obtiene /y(0; 0) = 0

INTERPRETACION GEOMETRICA DE LAS DERIVADAS PARCIALES
DE UNA FUNCION DE DOS VARIABLES

Sea z = /(x;y) una funcion de dos variables con dominio D Q E2 tal que
fx(x0',y0) y /y(*0;yo0) existen para (x0;y0) e D.

Siy = y0 (plano paralelo al plano XZ), entonces &\z —f (x;y0) representa la
curva formada por la interseccion de la superficie z = /(x;y) con el plano
y = y0, como se muestra en la figura 3.1.

Fig. 31
Por tanto,
/(*o0 + h;yO)]-f(xo;yO)____ mT

. N
fAx0;y0) = lim
representa la pendiente de la recta tangente (LT) a la curva en el punto

Po(x0;yo0;f(x0;y0))s (F'g-31)
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I ii ecuacion cartesiana de la recta tangente LT en el punto Po(x0:y0)f(x0-,y0)) es
It:z- zo = fx(*0;y0)(* - *0o) Ay =y0 0o =/(*0;yo))

1~ () AP

I a forma vectorial de la ecuacion de la recta tangente | T es
LT:(x;y;z) = (x0;y0;z0) + t(1;0;£(x0;y0), tEE

y su forma paramétrica

X =x0+1
y =Yyo ,TEE
z =20+ t/*(x0;y0)

donde su vector direccion es a = (1;0;/*(x0;y0))
De forma similar,

iG.0 k

representa la pendiente de la recta tangente (1'T) a la curva e 2 (obtenida por la
interseccion de la superficie z = /(x;y) con el plano x = x0) en el punto

/<>(*0;y0;/00;y0))-
I a ecuacion cartesiana de esta recta tangente L'T es

L'r:z-z0="fy(x0\yo)(y - y0) Ax =x0

l,a forma vectorial de la ecuacién de L'T es
L't -{x\y\z) = (x0;y0;z0) + s(0;1;fy(x0;y0)), sel

y su forma paramétrica es

* = *g
('l\/fy:yo+* IS e
z =20+ s/y(x0;y0)

donde ¢ = (0;1;fy(x0)y0)) es su vector direccién.
Observacion 2.- Los valores de fx(x-,y) y fy(x\y) en el punto PO(x0;y0-z0) de

la superficie z = f(x;y) denotan la pendiente de la superficie en las direcciones
tic los ejes X e Y respectivamente.
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PLANO TANGENTE Y RECTA NORMAL A UNA SUPERFICIE

Definicion 3.- La ecuacion general del plano tangente a la superficie
z = /(x;y) en el punto PO(x0;y0;z0) (z0 = /(x0); y0)) con vector normal
i J k
N=axb= 1 0 fx(x0;ya) = (—A(*0;y0); -/yOo;y0); i)
o i /yO0y0)
= -(/x(x0;y0);/y(x0;y0);-i)

es
Pemx(x0;y0)(x - x0) + fy(x0-yO)(y - y0)- (z- z0) =0

Definicion 4.- La recta normal a la superficie z = /(x;y) en el punto
po(Xo>y0'’Z0) es la recta que tiene la direccion del vector normal del plano
tangente a la superficie en PO; su ecuacidn vectorial es

Ln\(x\'y; z) = (x0;y0;z0) + t(fx(x0;y0); fy(x0;y0);-1),t £ IR
Ejemplo 4.- Halle la ecuacion vectorial de la recta tangente a la curva de

interseccidn de la superficie z = /(x;y) = *64 - 5x2—Ily2y el plano x = —2,
en el punto PO(—2;2; 4).

Solucion
Al derivar / con respecto ay manteniendo x constante (x = —2), se obtiene
-14y 7y
fy{x;y) = — = o 0 e -

onl64 - 5x2- Ty2  AB4 - Bx2- Ty2
Luego, la pendiente de la recta tangente a la superficie en el punto PO es

14 7
mT-fy(-22)----- -

Por consiguiente, la ecuacion vectorial de la recta tangente a la curva de
interseccidn de la superficie z = /(x; y) conel plano x = —2 es

Lti(x;y;z) = (—2;2;4) +t70;1;— ,tEE

Ejemplo 5.- Una recta tangente trazada a la superficie

[(X;y) = e*s& (6hy) _ 2*3 _ arccot(xy) - ~"jnr2

en un punto donde y = 1 esta en un plano paralelo al plano YZ y tiene pendiente
—127T. Encuentre la ecuacion del plano.
Solucién
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(‘orno

ly(x;y) = eX5en(67r3/).xcos(67ry)(67r) +I1+ x2y2 1+ x2'

« monees la pendiente de la recta tangente a la curva de interseccion de la
uperficie z = /(x;y) con el plano paralelo al plano YZ (x = x0), en el punto
lo(x0;i;/(~0;i)) es

Wt = /yOo; 1) = 67rx0 +

*o x|
1_+ ‘)‘(qz- 1|-+_Xq2 = 6nx0
I udo que la pendiente de la recta tangente es —1271, entonces
mr = 6nx0= —127T => x0= —2
I’or tanto, la ecuacion del plano paralelo al plano YZ es
P\x = -2

I limpio 6.- Encuentre los puntos de la superficie /(X;y) = xy (I —x —y)
donde el plano tangente es paralelo al plano coordenado XY.

Solucién

«»uno el plano tangente es paralelo al plano XY, entonces su vector normal es

paralelo al vector k = (0; 0; 1). Luego, se tiene

D1(x:y) df(x;y)
— — =yl —2x —y) =. — =x(l -x-2y) =0
\I resolver estas ecuaciones simultdneas encontramos que los puntos donde se
.muian las derivadas parciales son (0; 0), (1/ 3;1/3), (1;0) y (0; 1). Luego,
hay cuatro pianos tangentes horizontales a la superficie en ios puntos

i i*nipio 7.- Considere el hiperboloide de dos hojas XT _y4_ —242 =1

-) Encuentre el plano tangente al hiperboloide en el punto A(—6; 2; V28)

IV Halle la ecuacién vectorial de la recta normal al hiperboloide en ei punto
A{-6;2;V28).

* ) Determine los puntos sobre el hiperboloide en donde los planos tangentes son
paralelos al plano Q: 2x +y 4z = 0.

Solucioén

a) 1)e la ecuacion del hiperboloide, se obtiene

Z=f(x-,y) =V*2-y2- 4
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Como las derivadas parciales de/ con respecto axey son

X(X; = 77" iX-, =
bey) = AX2—y2—4 " ix-y) AIx2 —52—4
entonces
[<(-6;2) =~y ly(—6;2) =
Luego, la ecuacion del plano tangente al hiperboloide es
3 1
PT: — —(x+6) ——(y—2)- (z—V28) =0« Pr:3x+y+V7z42=0
v7 V7
b) La ecuacion vectorial de la recta normal al hiperboloide en el punto A es
Ln:0O;y;z) = (-6;2;V28) 4t(3;1,v7),tEE

c¢) El vector normal del plano tangente al hiperboloide en el punto Po(x0;y0;z0)
es

N = (00X 000D = (1 L= S VQYQ 4~

(£x0;+y0;-IJxQ-y@-4

El vector normal del plano Q es Ng = (2; 1; 1)
Como el plano tangente es paralelo al plano (?, entonces sus normales son
paralelos. Luego, se tiene

i J k
vives HOH0-  -yR 4
2 1 1
= (£y0o + IJx0- y®2- 4:x*0 - 2JIx¢ - Y@- 4; £x0z 2y0j

= (0;0;0)
Al resolver la igualdad, se obtiene x0 = +2y0,y0 = +V2

Luego, los puntos del hiperboloide donde el plano tangente es paralelo al plano Q

son: £ (-2V2;V2;V2) y C(2a/2;-V 2;-V2)
) X2 y2 z2
Ejemplo 8.- Demuestre que el plano tangente al eI|p30|de A =1len
0
en un punto (x0;y0;z0) tiene Por ecuacion Q: 4 :
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Solucién
I'i imero consideremos la parte superior del elipsoide, es decirz > 0

Z=K*:;y)-cJl

I ucgo, se tiene
c2X c2y

I lecuacion del plano tapgente a la elipsoide en el punto Pg(x0]y0;z0) (z0 > 0)
1r-fx(x0,y0)0 - 03+ fyOo; yo)(y - yo) - (z - z0) = O

nopT-~gTo -*0)-  (y-Yy0)- (z-20 =0

COPT - Y202y
a2 b2  c2
I jemplo 9.- Halle la pendiente de la recta tangente al paraboloide
! (X;y) = x24 8y2en el punto A(2] 1; 12), en las direcciones de los ejes X
m Y respectivamente.

Solucién
D I nladireccion del eje X, la pendiente de la recta tangente es
/(*iy) = 2*

I nel punto A{2\ 1; 12), la pendiente de la recta tangente en la direccién del eje
Xes

1*(2;1) = 4
n) | LLla direccion del eje Y, la pendiente de la recta tangente al paraboloide es
lyO;y) = 16y
I uego, la pendiente de la recta tangente en el punto A{2\ 1; 12) es
ly(2; 1) = 16

INTERPRETACION DE LAS DERIVADAS PARCIALES COMO RAZON
)1 CAMBIO

‘' i x = f(x\y) una funcion de dos variables con dominio D Q E2 tales que
/, (v;y) y ly(x;y) existen V(x;y) E D. Entonces se tiene:

d/(x;y) dz
— —— = — mide larazon de cambio de la variable dependiente z con

respecto a la variable independiente X, dejando la variable y constante
(o fija).

dz
b) —r----—-- :d7 mide la razén de cambio de z con respecro ay, dejando

la variable x constante (o fija).
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Ejemplo 10.- Suponga que una placa metélica delgada de forma rectangular se
calienta irregularmente, de forma tal que la temperatura en cualquier punto (x\'y)
de laplaca es

T(xjy) = 4x2y +y
Ademas, suponga que x e y estdn medidas en metros y la temperatura T en grados

Isius. ;Como varia la temperatura T en el punto (2; 3) cuando y permanece fijo
eny = 3? ;Qué significa esto?

Solucién
Cuando y permanece fijo, la derivada parcial de T con respecto a x es
Tx(x;y) = 8xy

Luego, la rapidez de cambio de la temperatura T en el punto (2; 3) es

Tx(2; 3) = 48°C/m
Por consiguiente, cuando y = 3 (constante) y x = 2, la temperatura de la placa
aumenta a razon de 8°C por cada metro de aumento en x.

Ejemplo 11.- Se construye una caja rectangular cerrada de manera que su
volumen sea 36 pies cubicos. El costo del material de la tapa y de la base es de
S/. 10 el pie cuadrado, el del material para las partes de enfrente y de atras es de
SI. 9 el pie cuadrado y el material para los otros lados es de S/.7 el pie cuadrado.
a) Determine la funcién de costo C(x;y), donde x ey son las medidas del largo y
el ancho de la base de la caja respectivamente.
b) Calcule x(3;4) y Cy(3;4) e interprete los
resultados.
Solucién

a) El volumen de la caja rectangular es
36

V =xyz =36 =z =—
Xy
De acuerdo a los datos del problema, el costo del
material para construir la caja es
C = 10(2xy) + 9(2xz) + 7(2yz) = 20xy + 18xz + l4yz
Al reemplazar la expresion de z en el costo C, se obtiene

/36\ 136\ 648 504
C(*;y) = 20xy + 18* (—J+ 14y (—) = 20xy + — +— *y >0

b) Las derivadas parciales de C con respecto a* ey son

504 648
e y) = 20y - —j- y CQy(*jy) = 20*
Luego,
X(3;4) = 80 — =80 —56 = 24,  Cy(3;4) = 60 - 40,5 = 19,5
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e eni l.mto, cuando el lado de la base de la caja de medida x es 3 pies y el lado de
ni. dida y se mantiene constante en 4 pies, el costo de construccién de la caja
»Mimenla @ una razon de S/. 24 por cada pie de aumento en x.

1> manera similar, cuando el lado de la base de medida y es 4 pies y el lado de
m* dida x se mantiene constante en 3 pies, el costo de construccién aumenta a una
iji 6n de S/. 19,5 por cada pie de aumento eny.

i jenipfo 12.- Se lanza un nuevo producto al mercado. El volumen de ventas V del
producto se incrementa como una funcion del tiempo t medida en meses y de la
>nulidad de ¢ nuevos soles gastada en la campafia publicitaria que esta dada por

V = V(t; c) = 400(6 - e-°*002) (I - e_t)
<nlcule Vt(I; 500) y \(l; 500) e interprete el resultado.
Solucién

yt(t;c) = 100(6 —e"0002)(e"t) y wc(t; ¢) = 0,8e->'AQ(| - e"f)
Incgo, se tiene

Mt(l; 500) = 100(6 - e’ )~"1) = 207,194

\Vedl: 500) = O.Se-Al - e"1) = 0,186

I uego, K (I; 500) = 207,194 significa que después de un mes (t = 1) de haber
i.m/ado el producto al mercado y mantener constante el gasto en publicidad en S/.

(0, el volumen de ventas aumenta a una razén de S/. 207,194 en cada mes.
Similarmente, \&(l; 500) = 0,186 significa que cuando se ha gastado S/. 500 en
publicidad en un mes (t = 1 fijo), el volumen de ventas aumenta a una razon de
v 0,186 por cada sol de aumento en publicidad.

| jemplo 13.- Sea £ la curva de interseccidn del paraboloide z = 12 —x2—y 2

con el plano x = 2.

) Halle la ecuacion vectorial de la recta tangente a la curva £ en el punto
i4(2; 2; 4)

b) llalle la ecuacion del plano tangente a la superficie

X2
f(x\y) = - + ye que es perpendicular a la recta tangente obtenida en a).
o]

Solucién
a) Al parametrizar la curva ¢?en términos de y = t, se tiene
e-a(t) = (2;t,8- t2
Asi, para t = 2, se obtiene el punto A(2; 2; 4)
I.uego, se tiene
a'(t) = (0;1;-21) y a'(2) = (0; 1;-4)
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Por consiguiente, la ecuacion vectorial de la recta tangente a la curva C en el

punto A es
W* (*;y>z) = (2;2;4) 45(0; 1;-4),sG |

||\<

X
b) Como fx(x\'y) = 3-y fy(X;y) = = entonces el vector normal del plano

tangente a la superficie z = /(x; y) en el punto PO(*0; yo>f ( x0>y0)) es

N

Puesto que los vectores N y a = (0; 1;-4) (vector direccién de Lr) son
paralelos, entonces se tiene

*0_.yo. « _ _
63 4 1) = k(0; 1;-4) x0=0,y0=1

Por consiguiente, la ecuacion general del plano tangente a la superficie en el

= ka <=

punto PO (o; 1;-~ con vector nonnal N = (0;-; —" es

PT:0(x - 0)4- (y- 1) - =0« Pr:2y-8z-1=0

Observaciéon 3.- (Continuidad y Derivabilidad Parcial). La existencia de las
derivadas parciales de una funcion en un punto no garantiza la continuidad de la
funcion en dicho punto. Por ejemplo, para la funcién

( 12xy

[ yf = sz-z--yg’%l(x y) ®(0:Q 4

(0, si(xy)=(0;0)
las derivadas parciales con respecto a x e y existen en el punto PO(0;0); sin
embargo, / no es continua en (0; 0).
La razén por la que una funcién puede tener derivadas parciales y no ser continua
en un punto es debido a que, la existencia de una derivada parcial depende del
comportamiento de la funcién a lo lar50 de un camino lineal, mientras que la
continuidad depende del comportamiento de la funcién a lo largo de todas las
trayectorias que pasan por el punto.

fx2(y-4)

Ejemplo 14.- Dada lafuncion/(x;y) =j x4y »Six+y "0
( 0, six4y=0

a) Analice la continuidad de/ en el punto A(-4; 4)

df(ré4; 4) df(-4,4) . .
b) Halle ----- vl iy , Si existen

DERIVADAS PARCIALES
Solucién
0 Sean 7\={(x;y) e 12/x =4} vy T2 ={(x;y) GM2/ y = 4} dos
trayectorias que pasan por el punto A(-4;4). Los limites sobre estas
trayectorias son:

Sobre Tj . |I*(44(X y) = ;11*/4(-4; y) = I|ny1_q-—y:4 :’ 16
Sobre T2: (X;y)l_>[r(1_4;4) /())((_;}/_‘)1 = lim /(x);(_4>1)4: lim0=20

Por tanto, por la regla de las dos trayectorias, el limite no existe.
Luego, / es discontinua en el punto A(—4; 4).
h) Al considerar la definicion de la derivada parcial, se tiene:
/(44/|4)/(44)

-4 = fi : ingo) = 0
(4 fc44) —(—44) 16k
Iv(—4; 4) = ng]o :  — - = I|m—k = 16

Por tanto, las derivadas parciales de / en el punto i4(—4; 4) existen.

I jcmplo 15.- Dada la funcién /(x;y) = |x2—4x 4y2—6y 4 4|, halle los
puntos en los cuales /y(x;y) no existe.
Solucién
Al considerar la definicién de valor absoluto, se tiene

m:[ X2—4X 4y2- 6y &4 .,si (x- 2)24 (y- 3)2>9

) -(X2- 4X 4y2- 6y 4 4),si (x- 2)24 (y- 3)2< 9

| i derivada parcial de / con respecto ay es

f(Y.v\ =02y ~638i (** 2)2+ (y- 3)2> 9

y ! (6 —2y ,si (x —2)24 (y —3)2< 9
Ahora, analizamos la existencia de /y(x;y) en los puntos sobre la circunferencia
(x-2)24 (y- 3)2=0.
Sea PO(x0;y0) un punto sobre la circunferencia (Fig. 3.3). Entonces:

. _ . 1(*0;yo + fe) -/(*0;y0) il
ly((o3y0) ) = lim K NI ck0)
-2 ky0—k2 + 6k / 6
- |(I_I>r8- T(2 3)1
=6-2y0
0 2 X
/(*o;yo + fe) -/ (* 0;yo
Iy(oyoy = tim | OO T IOV
2ky04-k2- 6k Fo 32
= lim = 2y0- 6
11
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Por consiguiente, fy (x0)y0) existe si las derivadas parciales laterales son iguales,
esto es

6- 2y0=2y0- 6
De donde resulta y0= 3. Al sustituir este valor en la ecuacion de la
circunferencia (x —2)24- (y —3)2 = 9, se obtiene

x0=—1 6 x0=5
Asi, /y(x0;y0) existe en los puntos (5;3) y (-1;3). En los deméas puntos de la
circunferencia (x —2)2 4 (y —3)2= 9, /y(x; y) no existe.

EJERCICIOS

1.- Halle las primeras derivadas parciales de las siguientes funciones:

a)f(x\y) = x2sen2y R d—)’(‘ = 2xsenzy d’-‘ = X2sen 2y

b)/(x;y)=xy2 R ax-=y2x32 1 dy:xﬁ 2y Inx

c)/(x;y) = x2 y4In
Xx-Jy.

4 sen2(txy)

d)/(x;y) =1In 4 arctan 4- arcsen (xy)

AIXx24y2—x dz -2 dz 2X

R- —:
\WWx2+y2+ x/ f X VX24-y2'3y  yV*2+y2
exly 4 ez)y 4sen (2y - z 4 X)

X2-y2 -
Y2 4 arcsen |/\
X24y2

e)z=1In

fu

g)/(*;y) = arctan

x —1
h)/(x;y) = xyex +y 4-an
/(x;y;2z) = vz 4-exyz 4 arctan 3y
DIGYi2) = o hyaa® e 22/

z2

K)/(X;y;2) = (X2+y2+22)In"Xx2+y2+22) + Xz2- yx2+ zy2

2.- En los siguientes ejercicios, determine las derivadas parciales indicadas en
caso de que existan.
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*14- cos(7rxy)

a)l(x;y) =j x+y =slx+y* 0" ly(i;o)
0 , Six'+y =0
(x2y2 * r
b)/(x;y) = \y +e* >siy* ~e , /*(0;- 1) y/y(0;1)
siy = —e*
I’Yw2 < () 0N Ao o)y Ki)
0 , si(x;y) =(0;0)
d>/(*;>m) = F<y’+** Ly ~(_1;1)
(o , siy24x=0
i 9 ” du du
v-Siu = In(xz4 xy 4yz). Pruebe quex— 4—yd—y =2
1Sy|-h b u4_duhdu_0
iu=—HF-h— prue e que>é— y)—/— %jz_ =
Siu=y24t UA) , b 2— 4y— = 2y2
> Siu=zy an(yelA), pruebe que x o yay y
si ! b ey -2z Yhu =0
I U ;(-9-1");;-&:-)2-2 prue eqUeX—d y_Fy Z-E u

du

du
dy 4—— = |‘(xy 4 x72 4yz - 1)

du
Slu = T 1_ey + ez ' pruebe que, — 4 —

(‘alcule la pendiente de la tangente a la curva de interseccion de la superficie
| yl36 - 4x2—A4y2yelplano x = 2 enel puntoQ(2,—L; 4) R. 1

I ni recta tangente trazada ala superficie z = 9 —y 2 —yx2n un punto en el
iruvr octante donde x = —2 esta en el plano paralelo al plano YZ y tiene
pendiente —8. Encuentre la ecuacion del plano. R y=-—=

Una arafia camina hacia arriba a lo largo de la curva dada como la
iiili iMvcion de la superficie z = x44-xy34-12 con el plano x = 1. En el
punto (1 2 5), sali6 por la recta tangente. (En dénde toco la arafia al plano
\Yy" R. (1; 0; 29)
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1 1 Una recta tangente trazada a la superficie

Z _ e2ycos(7nx) + 4y5 _ arctan(2xy2) + 2xy 2
en un punto donde x = —1/2 estd en el plano paralelo al plano XZ ytiene
pendiente 147T. Encuentre la ecuacién del plano. Ry=-—1

12.- La interseccion del plano y = 1 con la superficie z = x3y 4-5y2 es una
curva C. Si se traza la recta tangente a C en el puntodonde x = 1, halle el
punto donde dicha tangente corta al plano x = 0. R. (0; 1; 3)

13.- Considere una esfera con centro en el origen y radio 13. Unarecta tangente

trazada a esta esfera en un punto en el primer octantedonde x = 3 esta en el
plano paralelo al plano XZ y tiene pendiente —1/4. Encuentre la ecuacion del
plano. Ry=4

14.- En cada uno de los siguientes ejercicios, halle la ecuacion del plano tangente
y de la recta normal acada una de las superficies en eipunto indicado.

X2 y2 /83\
az=3- — PO"2; 2, —]j by z=x Iny # 1; 1,0

C)z=V4- X2-y2, PO(1:1;V2)

d)z = 3x2+y2+2, PO(-1,29) R 6x—4y +z+5 =0
e) z=e2xeos3y, PO(l;%/3;-e2) R 2e2{x- 1)+z+e2=0
Yz=1In"x24y2) , PO(—S3;4;In5)

15.- Halle los puntos de la superficie donde el plano tangente es paralelo al plano
coordenado XY.

X2 y2 z2
a—4—4—=1

b) z=x2y - x3y 4x22
€)z = x3—12xy 4 8y3 d)/(x;y) = x3yey~3x

16.- Halle la ecuacién del plano tangente a la superficie z = 4xy —x4 —y 4 que
es paralelo al plano Q: 8x - 8y 42428 =0 R 8x-8y4z-10=0

17.- Encuentre el angulo entre larecta L = {(-2; 5; 12) 4 t(4;1,-3) /t G1} y
la normal a laesfera x24-y24-z2= 121 en el punto de interseccién de la

recta y la esfera R.eos6 = +
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IK ¢En qué puntos del grafico de la ecuacion x24- 4y24*16z2 —2xy = 12,
son los planos tangentes paralelos al plano XZ? R. (2;2,0) y
c—2;—2;0)

19 Halle un vector tangente a la curva de interseccion de las superficies
X2—3xz4y22 =1y3xy 42yz 46 = 0enel punto (1; —2; 0).

Demuestre que el plano tangente a la esfera x24-y24-z2 = 1 en un punto
(x0;yo; zo) de la esfera (z0 > 0) tiene por ecuacion xx04-yy04-zz0=1

"I Encuentre las intersecciones con los ejes coordenados de cada plano tangente
a la superficie x2/3 4y 2/3 4 z2/3 = a2/3

“* Pruebe que el tetraedro acotado por los planos coordenados y cada plano

tangente a la superficie xyz = ades de volumen constante. R.V = - a6

Ilalle sobre el cilindro (x 4y)24 (y —z)2 = 4 el lugar geométrico de los
puntos en los cuales la normal es paralela al plano XY. R.y = X, x 4y = 2

11 Determine el valor de m para que el plano x —2y —2z4-m = 0 sea
tangente a la superficie de ecuacion x24-4y2 4 1622 —144 = 0

| a temperatura T de una placa rectangular esta dada por
Wt y) = 4xy2(5- x)(5-y), si 0<x<5,0<y<5. En (4 2),
determine la razén de cambio de T. a) con respecto ax b) con respecto ay.

s La funciéon de utilidad U =/(x;y) mide la satisfaccion (utilidad) que
encuentra una persona al consumir dos productos x e y. Supongamos que
U --5x2- xy 4 3y2
a) Calcule la utilidad marginal con respecto al producto x (Ux(x\y))

b) Netermine la utilidad marginal con respecto al producto y (I7y(x; y))
c) (uando x = 2 ey = 3, una persona ;debe consumir una unidad méas de x o
de y para tener mas utilidad?

Un fabricante de pistones para autos estima que su produccion total en miles

unidades esta dada por P(x;y) ™15x2/5y 3/s, donde K« es el nimero de

unidades de fuerza de trabajo e “y” es el nimero de unidades de capital
utilizado.
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a) Encuentre el namero de unidades producidas cuando se utilizan 32 unidades
de fuerza de trabajo y 7776 unidades de capital.

b) Encuentre e interprete P*(32; 7776) y Py(32;7776).

c) ¢Cudl seria el efecto aproximado sobre la produccion de incrementar a 33
unidades de fuerza de trabajo mientras se mantiene el capital en su nivel
presente?

d) Suponga que las ventas han sido buenas y la administracion quiere
incrementar el capital o bien la fuerza de trabajo en una unidad. ;Qué
opcién dara un mayor incremento en la produccién?.

28.- Después que un nuevo producto se ha lanzado al mercado, su volumen de

. . , ct + 450
ventas V (en miles de unidades) esta dado por V = —..-.... ,donde t es el
Ve ht2

tiempo (en meses) desde que el producto fue introducido por primera vez y ¢

la cantidad (en cientos de nuevos soles) gastada cada mes en publicidad.

a) Calcule Mt(c\t)

b) Use el resultado de la parte a) para predecir él nimero de meses que
transcurriran, antes de que el volumen de ventas empiece a descender, si la
cantidad destinada a publicidad se mantiene fija en S/. 9000 por mes.

R. 18 meses

29.- Una compafiia que fabrica computadoras ha determinado que su funcién de
4
produccion estd dada por P(x; y) = 500x 4-800y 4-3x2y - x3 ---)-:-1—, donde
x es el tamafio de la fuerza de trabajo (en horas de trabajo por semana) e y es
la cantidad de capital (en unidades de S/. 1000) invertido.
Encuentre Px(x;y) y Py(x;y) cuando x = 50 y y = 20 e interprete los
resultados.

30.- La funcion de costo de la empresa SAJITA S.A. que produce dos tipos de
productos Ay B es C(x;y) = 50 Inx 4-40 Iny 4- 15y24- 12x2, donde x ey
son las cantidades producidas de tipo Ay B respectivamente.

a) Encuentre el costo aproximado de producir 50 de tipo Ay 20 de tipo B.

b) Halle Cx(50; 20) y Cy(50; 20) e interprete los resultados.

c) Suponga que las ventas de los productos han sido buenas ylaempresa
quiere incrementar la produccion del producto de tipo A o deltipo B en
una unidad ¢Qué opcioén daréa el menor costo de produccion?

DERIVADAS PARCIALES
V2 DERIVADAS PARCIALES DE ORDEN SUPERIOR

lo mismo que sucede con las derivadas ordinarias de una funcién de una variable
iral es posible encontrar derivadas parciales de segundo, tercero, cuarto y en
general de orden n de una funcién de varias variables.

Vamos a empezar por denotar las derivadas parciales de orden superior de una
(uncién de dos variables. Luego, se generaliza esta idea para funciones de n
variables.

Sea z = /(x; y) una funcién de dos variables con dominio el conjunto D ¢ R2
Tuesto que las derivadas parciales de primer orden de /

fx(x\y) DJ(x-,y)

IyO;y) = D2f(x;y)

son también funciones de dos variables, entonces las derivadas parciales de estas
funciones se llaman derivadas parciales de segundo orden de /.
| .las segundas derivadas de f son cuatro y se denotan por

P**y) = (W (X, y)

A= lyy(*y) = D22E{X"y)

=r,,ix-.y) = Du f(x-,y)

3y A

fy.rOc-y) = D2U(x;y)

| as derivadas parciales fxy(x'ty) y /yX(x;y) se conocen como derivadas
pan lales mixtas o cruzadas de /.

<unio las derivadas parciales de segundo orden de z —/ (X; y) son funciones de x
e v, entonces se puede derivar nuevamente para obtener las derivadas parciales de
hu er orden de / y asi sucesivamente hasta el orden n.

I limpio 15.- Halle las derivadas parciales de segundo orden de
IU;y) = 2xy2—3x 4 3x2y 2y calcule el valor de fxy(1;-2)

Solucién
| as derivadas parciales de primer orden de/ son
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I*(*;y) = 2y2- 3+6xy2y fy(x;y) = 4xy + 6x2y
y las derivadas parciales de segundo orden de / son
fxx(x;y) = 6y 2, lyyO;y) = 4x + 6x2
fxy(x;y) = 4y + 12xy , Iya.(x;y) = 4y + 12xy

Luego,
fxy(l:—2) = -8-24 = -32

Teorema 1.- Si z = /(x;y) es una funcidn continua en un punto P(x;y) y las
funciones derivadas parciales fx{x\y)tfy{x\y),fxy(x\y) y fyx(x\y) estan
definidas y son continuas en la vecindad del punto P, entonces se cumple:

fxyix-.y) =fy(x;y)

Observacion 4.- Si la funcion /:D ¢ | 2-> K y sus funciones derivadas
parciales DJ{x-,y), B2/(x; y)- D12f(x-, y), 22U/ (x; y), D12V(x; y), D21V (x; y)
son continuas en el punto PO(x0;y0), entonces se cumple

Di2if(x0;y0) = D211f (x 0;y0)

En seguida vemos como estos conceptos de derivadas parciales de orden superior
para funciones de dos variables se generalizan a funciones de n variables.

Sea z = f(x1,x2) una funcién de n variables con dominio el conjunto
Dc En.

Como la derivada parcial de / con respecto a la i-ésima componente
(i=12...n)

£>i/(*i; *2;-; *n) = [*{0a;...; xn) = d* xi* ‘X2

es una funcién de n variables, entonces las derivadas parciales de estas funciones
se llaman derivadas parciales de segundo orden de / y se denotan por

Bijfisci sy - xixgeetwny -0 O ad ™
Vi=12 :n, V:=12,.:n

Las derivadas parciales de la funcién D~ f: D a W& -> K con respecto a la k-ésima

componente se denominan derivadas parciales de tercer orden y se denotan por:

. o d2f ( x ...;xn)
Dijkf(x1;...;xn) = fXiXpXk{xx5...;x,,) = dxkdx,dx.
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Vi=1,2,;n;j=12,..,n;k=12.,n
I n forma similar, se puede continuar en hallar las derivadas parciales de orden n
tic I\ en caso existan.

I jnnplo  16.- Dada la funcién /(x;y;z) = e*yz —e~y cos(xz), halle
I>VAX;y,z)y fzxy(x-,y;2).

Solucién

I as derivadas parciales de primer orden de/ son

1, (X;y;z) = yzexyz 4 ze~y sen (xz) y fz{x;y; z) = xyexyz 4 xe"y sen (xz)
| uego, las derivadas parciales de segundo orden de/ son:
fxy(x;y; z) = zexyz + xyz2exyz - ze~ysen (xz)
175(X; y; z) = ye*yz 4 xy2zexyz 4 e~ysen (xz) 4 xze"“” cos(xz)
I inalmente, las derivadas parciales de tercer orden de/ son:
liyl(x;y; 2) = e*yz 4 3xyzexyz 4 X2y 2z2exyz —e~ysen(xz) —xze~y cos(xz)

[.w(X;y;z) = e*yz 4 3xyze*yz 4 x 2y 2z2e*yz —e _ysen(Xz) —xze~y cos(xz)

EJERCICIOS
1 Halle todas las derivadas parciales de segundo orden de las siguientes
funciones:
a)z =1In(x24vy2) b)z:arctan/X+y\
X
C)z=u=Xxy4yz4zx d)/(x;y) —.;(—-i:-);

)/(x;y) =exly fz=x2- 4y 4In("x24y2) - 3arctan X > 0N

g)f(x:y) =xIn h) z = eyx2 4 In(cos(x - y))

?. Verifique en cada caso que D12f(x;y) = D2U/(x;y).
a)/(X;y) = x44 4x3y - 3x2y24 6xy34 9y4
b) /(x;y) = exysenxeosy c)/(x;y)=xe _y24-xsecy
ixiyizy =m0
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9.-

10.
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12.

- Para la funcion u = /(x; y; z) laecuacion de Laplace es

- Siu = ye* 4 xey , pruebe que

- Si/(x;y) =\ x2-+ty2

CALCULO Il

e)f(x;y) = “t -yf)f(x; y) = xe*y

. fyxi0;0)
Si/(x;y) = sen (5nx 4-y) 4 cos(x - 57ry), calcule 1*%(0: 0)
Una funcion /:
def df . - n . -
— - H--—- = 0. Pruebe si las siguientes funciones son armonicas
dx2 dyg¢

a)/(x;y) = x3y - xy3
c)u =exseny -fIn(x24y2) 4x3- 3xy2

e)/(x; =
IO = g2

b)/(x;y) = e~xseny

du=-e Y;sen2xy

Siu = /lcos[m(x 4 at)] + Bsen [n(x - at)] . Pruebe que

d2u nd2u
— —= a2t— »donde A B,m, ny a son constantes.
dt2 dx2

d2u d2u du

Pruebe que las siguientes funciones satisfacen la ecuacion de Laplace.
a) U= (x24-y24-z2)-12 b)z =e*seny + eysenx

Si/(x;y) = (y + ax)2ey+a* . Pruebe que fxx = a2fyy

. Iy\ du d
Si u = arctan (j-J , pruebe que —j j=0

d2u d2z dz dz

- — = +
Siu=ex4ey4ez, pruebe que dxdy ez(dxdy dx  dy

d2u d2u

- Siu = e*“atcos(x - at), pruebe que = a

d2u d3u d3u
+
dxdy dx2dy ayde

fxy(x2- y2
y( y ),si X2+y2=£0

0, si (x;y) = (0;0)
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pruebe que /i2(0;0) = — , /21(0;0) = 1

13.- Dada la funcién F(x;y) = j4x3 4 3Bx2y 4 3Cxy2 4- Dx3. Determine que
relacion debe existir entre los coeficientes A,B,C y D para que Ry —FxFy
sea un cuadrado perfecto.

1
14.- Dada la funcion z = - x5—2x34 25x 4 ax3y24-bxy4 4-cxy2

dz d2
a) Determine los valores de a, b y ¢ de modo que —- y — r sean iguales
0X¢ ™ 0Y¢

y de signos opuestos.
b) Halle los puntos de la superficie representativa de dicha funcién en los que
el plano tangente es horizontal.

15.- Sea la funcion /(x;y) = eaxtby g(x;y). Si gx(x\y) = gy(x;y) = 1 Halle
los valores de las constantes ay b, tales que /*(x;y) = fy{x\y) vy
1+ fxyfay) = a + fyxix) y) Ra=b=1
zJxy ro(xiy,z)
16.- Sean g{x)y\z) = —— y [(X;y;z)= sen(t2)dt
Hall d2/(2; 7r; 1) d2/-(2;7r;1) d2/(2;7r;1)
ale dx2 dy2 dz2 y
v 2t

1
o —F{2M-32.0

1 x
17- Para k una constante positivay i7(x;t) = , sea

2VSi
F(xt) =1 _gd Prueb: k82 _ dt
x;t) = e u"du. Pruebe que dx2  dt

je* 4 ey 4 ,Se (X t (0;0
IN Dada la funcion f(x;y):\J y X¢+y" L (xiy) ¢ (0:0)

2, si(x;y) =(0,0)
92(0;0) 42 (0:0)

Halle ——"si es que existen.
dx2 " dxdy
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3.3 DERIVADA DIRECCIONAL Y GRADIENTE DE UNA FUNCION DE
VARIAS VARIABLES

En la seccién 3.1 hemos determinado la pendiente de la superficie z = /(x;y) en
dos direcciones diferentes: en la direccion del eje X (la pendiente estaba dada por
la derivada parcial fx(x',y)) y en la direccion del eje Y (la pendiente estaba dada
por la derivada parcial fy{x\y)).

En esta seccion veremos como se puede usar estas dos derivadas parciales para
encontrar la pendiente de la superficie z = /(x;y) en una direccion arbitraria.

Definicién 5.- Sea /: D clIn->1 una funcién de n variables con dominio
D ¢ IR, tales que DIf(x1;...; xn),..., Dn/(x a; ...; xn) existen V(xx; ...; xn)  D.

El gradiente de la funcion fen el punto (xx; ...; xn) G D es el vector
VI/(x-p ...) xn) e o Xfi)), o, Dnf ( X ..., XN))

donde V es el operador nabla.
Geométricamente, el gradiente V/(xX; ... ;xn) es ufi vector normal a una curva o
superficie en el espacio en la cual se estudia.

Observacion 5.-

i) Si z = f(x\ y) es una funcién de dos variables, tales que
V/(x0;y0) = (fx(x0:y0);fy(x0;y0)) * 0, entonces V/(x0;y0) es un vector
normal (ortogonal) a la curva de nivel de / (&N:/(x;y) = c) que pasa por el
punto PO(x0;y0) (Fig. 3.4).

Y* v = VI(x0:70)

AT =V /(x0;y0;zQ

c* /(*;*) =0

Fig. 3.4 Fig. 3.5

ii) Siw = f(x\y; z) es una funcion de tres variables tal que
V/(*0;y0;z0) = (<IX(X0]yo; zo"Hy (X0' yo', zd>fz(Xo, yo, Zo" £0,
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entonces V/(x0;y0;z0) es un vector normal (ortogonal) a la superficie de
nivel (SN:f(x; y; z) = c) que.pasa por el punto PO(x0;y0;z0) (Fig. 3.5).

I i«nipio 17.- Halle el vector gradiente de las siguientes funciones
m>/(",y) 8xy —2x4—2y4 b)g(x;y;z) = cos(xy) + x3y 33
Solucién
N VI(xy) = (I*(x1y)ily(x;y)) = (8y - 8x3;8x - 8y3)
P>VII(xy;z) = (I*(x;y; 2); 1y (X y; 2); 1z(x; y; 2))

= (-y sen (xy) + 3x2y3z3;-x sen (xy) + 3x3y 2z3;3x3y3z2);

I limpio 18.- Si /(x;y) = xey2- 15In(x2+ y2+ 16), halle V/(2; 0)
Solucién

VI(xy) = (x(x;y);fy(xy))

l uego, V/(2;0) = (-2; 0)

Irorcma 2.- Sean funciones de n variables, entonces V es un
"Carador que satisface las siguientes propiedades:

1 VII'(p) +9(p)] = v/(p) + S7g(p), Vp(XX; ...:xn) e D
vi/ (p) ~ tf(p)] = V/(p) - \79(p)
" VM/(P)] = AV/(p)

P VII(p)5(p)] = f(p)Va(p) +a(p)Vi(p)

t1r>1 _ 5(p)V/(p) - f(p)Va(p)
1.9(p)J ([T ~—— 5(P) * °

« VI({/(p))rl = rl/(p)]r-1VI(p)

I 1 vector V/(p) indica la direccion de maxima razén de cambio de / en el
punto J).
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DERIVADA DIRECCIONAL DE UNA FUNCION DE VARIAS
VARIABLES
Definicién 6.-

Sea f\D ¢ IR2-> R una funcion de dos variables con dominio D =M2, y sea
u = (ux;u2) un vector unitario en R2.

La derivada direccional de / en el punto (x;y) E D en la direccion del vector
unitario u, es la funcion de dos variables denotada por

£>u/0 ;y) = A

si este limite existe.

INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA
DERIVADA DIRECCIONAL

Sea f:DczR2-iR una funcién de dos variables
tal que D~ f(x0]y0) existe para (xO;y0) ED y u
vector unitario en R2.

La derivada direccional de / en el punto (x0;y0) E
D en la direccion del vector unitario u, esto es.

/((*o;yo) +t6)) - /(x0;y0
E1il(*0y0) = iy ((*0; yo) h)) (x0y0)
representa la pendiente de la recta tangente (Lr) a la curva de interseccion de la
superficie z = f(x\y) con el plano perpendicular al plano XY que contiene a la

recta L: (x;y; t) = (x0;y0;0) + t(x0;y0;0),t E IR

Observacién 6.- (Interpretacion de la derivada direccional como razén de
cambio)
i) La derivada direccional de / en el punto (x0;y0) E D en la direccién del vector
unitario u = (i¢i;u2)>esto es,

BUfl(XO]yO) = ||mf(iX0’yO) + h,{l))'f(,XO,yo)

mide la razén (o velocidad) de cambio instantaneo del valor de la variable
dependiente z = /(x; y) con respecto a la distancia en el plano XY, medida en
la direccidn del vector unitario u.

ii) Si la direcciéon del vector unitario u estd dado en términos del angulo que
forma este vector con la parte positiva del eje X, esto es, U = (eos 6 ;sen Q),
entonces la derivada direccional de / en cualquier punto (x;y) E D es dada
por
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f(x +heos6:y + hsen6) —f (x;
0./(x:y) = Jlmi(l ---------------- X ) Gcy)

m este limite existe.

i jmiplo 19.- Sea /(x;y) = exy,~y 2. Halle la derivada direccional de / en
e iwlquier punto (x;y) E Df , en la direccion del vector unitario
1 1

Solucién

anr(lx>y)oz i.Unf((X;y) + hXU)'f(X;y)

I (A+V2yy V2) [I("Yy)

= 0%

- [ery —y 2]
= D
(h h ha
-1
) D
fh h h2 h2 2h
My 2)_1 .
= exyw%- i '_/.'_,Tf
i h2
otf flesx A~")( i A - - | =y
PP — W2 ,y?— 1_,Im_ vil
= e yH-%_ 12 —_— —_
w2 V2/

I»i (luicién 7.- Sea/: D ¢ IR E una funcién de n variables con dominio el
eemlimito £~c Kn,y seau = (ua;,..;un) un vector unitario en Rn.
11 di livada direccional de / en cualquier punto x2;mmxXn) € D en la
in. it m del vector unitario u es la funcién de n variables dada por

) waxn) + ftu) - f(xi,..., xn)
..;xn) = lim A .

n rule limite existe.
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Teorema 3.- Sean /: D¢ R2->R una funcién de n variables con dominio D,
u = (ux ..., un) un vector unitario en Rny V/(P) el vector gradiente de / en el
punto P(xx)...; xn) E D, entonces la derivada direccional de f en la direccién del
vector unitario U es

B,HF’):W y L= — . df (P) +_”+A_/(P)

Ejemplo 20.- Calcule la derivada direccional de la funcién
/(x;y;2) = In(x2+ y2+ z2) en el punto PO(2; 2; —4) en la direccion que va de
P1(2;2;-4) a ~(3; 1;-5)
Solucioén
Un vector en la direccién indicada es
d=KO0j=(i;—;-1)
y un vector unitario en la direccion de este vector es
- “ (1 1 1IN\

Ua-M “ vvf:“vf;-vf/

T A 2X 2 22 \
Como W/ [x;y; 2) = ( - Y - - entonces el
\X24-y2+ 22 x2+y2422 x24y2422/

vector gradiente en el punto PO es

W ,2;-
Por tanto, la derivada direccional de fen el punto PO es
Ds/(2; 2;-4) = VI(2;2;,-4) eu = -"=
3V3
Ejemplo 21.- ;Cuél esel valor del angulo 6 parael cual laderivada direccional

de /(x;y)=] 25 — x2 —y 2 enel punto (1; 2) esminimo vy cual es este valor
minimo?

Solucién
Al usar el vector unitario i = (eos 6 ;sen 0), se
tiene
g(6) = Dnf(1;2)
1 1
= eeeee- —e0s 0 — —sen 8
2V5 V5

De donde resulta

1 1
6) = —=sen6 - — eo0s6
96 2V5 V5 Y

PIQ 37
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"(6) ' 6056 +— sens
g = ——e0s b +— sen
2V5 V5

Al hacer g'(0)
1-uego,

0, el punto critico de g es 6 = arctan(2)

</"(arctan(2))

1 1 1
—pcos(arctan(2)) 4 — sen (arctan(2)) =- >0
2v% ( (2)) v ( (2)) 5
Asi, 0 = arctan(2) corresponde a un valor minimo de g-

Por tanto, el valor minimo de la derivada direccional de / es

1/ 1\ 1/ 2\ 1
2) “ “ivf(vf) ~ VF(vf) « "2

PROPIEDADES DE LA DERIVADA DIRECCIONAL

Sean f,g: D ¢ En -> R funciones realesde n variables, tal que V/(P) y Ag(P)
existen, VP(xx;...;xn) GD, y sea u =(ux;..; un) un vector unitario en IRn.
I monees se tiene:

»)I>a(f+9) = Dsf+ D ag
*)»u(fg) =fDfAg + gDuf

in gDuf~fDig ..
<>/),- = - S Sig(P) oypeD

il) La direccion del ascenso mas rapido de la variable dependiente
z = /(x1;..;xn) (o ladireccién de maxima razén de cambio de z = /(P))
en el punto P(x1;..;xn) GD, se presenta cuando el vector unitario
u = (ut;...;un) tiene el mismo sentido que el vector gradiente VV/(xa; ...; xn).
En esta direccion, el valor maximo de la derivada direccional de/ es

Dsf(xa; = |\V/(X]; ...;xn)||

e) La direccion del descenso mas rdpido de la variable dependiente
z = f(x1;...;xn) (o la direccién de decrecimiento mas rapido de z = f(P))
en el punto P(x1;..;xn) GD, se presenta cuando el vector unitario
u = (ux;...; un) tiene el mismo sentido que el vector =V /(xX; ...; xn).

I,n esta direccion, el menor valor de la derivada direccional de f es

DU/ (XX ...;xn) = -1IV/Oj; ...;x,)||
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De las propiedades d) y e), la derivada direccional de / en la direccion de
cualquier vector unitario u del espacio Vnh satisface la desigualdad

-V (i .xn)|] <D OF(x1;...\xn) < [|[V/(Xi;...;xn)||

f) Cualquier direccion u = (uy, ...;un) perpendicular al vector gradiente
V/(x1; ...; xn) es una direccién de cambio cero en /, esto es

Duf{xi;..;xn) = V/(xX;..;xn)su =20
gD (x 1)..;xn) = —D"/(xi; ...; xn)

h) Las relaciones de las derivadas parciales de la funcion z = /(x;y) con la
derivada direccional de / son:
Dif(x;y) = VI(x;y) =i =/Xxy) (i=(1;0))
Djf(x) y) = VI(x;y) «/ = Iy(*;y) 0"= (0; 1))

Ejemplo 22.- La distribucidon de la temperatura sobre una placa metalica viene
dada por la funcion
r(x;y) = 10(xe">" + ye~(*~2)2)

Si una mosca se sitGa en el punto PO(2; 0). se pide:

a) Determinar la razén de cambio de la temperatura al desplazarse hacia el punto
(?0(2; 2).

b) ¢En qué direccién desde el punto PO debe moverse la mosca para que la
temperatura disminuya lo mas rapidamente posible?. Si sigue esta direccion,
¢cudl es la rapidez de cambio de la temperatura?

c) ¢En qué direccion desde el punto PO debe moverse la mosca para que la
temperatura aumente lo méas rapidamente posible?. Si sigue esta direccion,
¢cudl es la rapidez de cambio de la temperatura?

d) Si la mosca no quisiera apreciar ningin cambio de temperatura, ¢qué direccién
debe tomar?

Solucioén

a) Un vector en la direccién de PO hacia QO es

b = POQj= (0;2)
y un vector unitario en la direccién de este vector es

Como VT(x;y) = (10(e“y*- 2y(x - 2)e-(x~2)1y, 10(-2xye y2 + e {x 2))),
entonces el vector gradiente de T en PO es
VT(2; 0) = (10;10)

DERIVADAS PARCIALES

Luego, la razén de cambio de la temperatura ai moverse en la direccién del
vector b es
DU T{2;0) = VT(2;0) sug= 10
b) Para que la temperatura disminuya lo mas rapido posible, la mosca debe
moverse en la direccion del vector
-VT(2;0) =(-10;-10)
En esta direccién, la rapidez de cambio de la temperatura es
[BCrT (2;0)] = |-[|[VT(2; 0)]]] = |-10V 2| = 10a/2
i )Para que la temperatura aumente lo mas rapido posible, la mosca debe moverse
en la direccién del vector
V7(2;0) = (10; 10)
Ln esta direccion, la rapidez de cambio de la temperatura es

IDaw7-(2;0)| = [IV7-(2; 0)|l| = [I0V2] = 10V2

il) Para que no haya cambio en la temperatura, se busca ei vector unitario
U = (ux;i¢2), tal que

iVr(2:0) «u = 0« 10Ui + 10u2=0 .. (1)
| Jul| = 1 U2+ 12=1 .. (2

Al resolver las ecuaciones (1) y (2), se obtiene

Por tanto, la mosca debe tomar una de las direcciones iix 0 u2 para no tener
ningin cambio en la temperatura de la placa.

e iktupio 23.- La altura de una montafia sobre el nivel del mar es dada por ia
>pacion z = 900 —2x2—2y2, donde x e y medidas en metros son jas

..... idonadas este-oeste y sur-norte respectivamente. Un hombre se encuentra en el

pumo /1(6; 5; z0).

0,A que altura se encuentra el hombre?

Il , I'n que direccion desde el punto A debe caminar el hombre para escalar la
montafia lo més rapido posible?. Si sigue esta direccidn, ¢cuél es la rapidez de
i ambio del hombre? (considere la unidad de tiempo en segundo).

i,iiiil es la direccion que apunta a la cima de la montafia desde el punto A? Si

esta direccion, ¢cual es el valor de la pendiente de la montafia?

ii ! el hombre se mueve en la direccidn sur-oeste, ¢estd ascendiendo o
«le uelidiendo?, ¢cual es su rapidez?
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e) Describa el lugar geométrico de los puntos que el hombre debe recorrer, si su
deseo es estar a la misma altura sobre el nivel del mar que en el punto A.

Solucioén

a) El hombre se encuentra a la altura de

20 = /(6;5) = 900 - 2(36) - 2(25) = 778 metros
b) Como V/(x;y) = (fx(x;y); fy(x-,y)) = (-4x; -4y), entonces el vector
gradiente de / en A' (6\ 5) (Proyeccion de A sobre el plano XY) es
V/(6;5) = (-24; -20)
Luego, la direccion que debe caminar el hombre para escalar la montafia lo
mas rapido posible es
V/(6;5) = (-24; -20)
En esta direccion, la rapidez de cambio de/ es
DSV/(6;5) - |IV/(6;5)|] = a/976 s 31,24
Por consiguiente, el hombre estd subiendo con unarapidezde 31,24 m/seg

c¢) Como la superficie de la montafia tiene la forma de unparaboloide eliptico con
vértice en el punto V(0;0;900), entonces la direccion que apunta a la cima de
la montafia es dada por el vector que va del punto Al (6;5) hacia el origen de
coordenadas, esto es
a=AmQ=(-6;-5)
y el vector unitario en esta direccion es
' a /6 5

Ui~ ljaj] "I V6T V6l
Luego, el valor de la pendiente en esta direccion es

£u/(6;5) = V/(6;5) eua=" = 31,24

d) Para la direccion sur-oeste, se tiene 6 = 225° (Fig. 3.8)
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l uego, el vector unitario en la direcciédn sur-oeste es
u = (eos 225°; sen 225°) ~

Asi, Duf (6;5) = V/(6;5) u = 22v2 = 31,11
Por tanto, el hombre esta subiendo con una rapidez de 31,11 m/seg.

*) I I lugar geométrico de los puntos en la que el hombre debe recorrer alrededor
de la montafia manteniendo la misma altura que en el punto A(6;5; 778),
corresponde a la curva de nivel

[(*;y) =900 - 2x2- 2y2= 778 « 2x2+ 2y2= 122
£>x2-fy2= 61 (circunferencia).

ljcmplo 24.- Calcule el valor de la derivada direccional de la funcién
[/ f(x:y) =xs4xy 4y3en el punto >4(L; 6), en la direccion de la curva
y *g(x) = 4x24 2
Solucién
I a derivada de la funcion g es g ’(x) = Qx
Como la curva y = g[x) pasa por el punto
1(1;6). entonces su direccion es dada por la
iccla tangente a la grafica de g en A (Fig. 3.9).
Asi, la pendiente de la recta tangente a la curva
y ~900 enelpunto A es
mT=4#'(1)=8
y su ecuacion es
Lt\ly = 8x —2
I uego, la ecuacion vectorial de la recta tangente es
iri(x;y) = (1;6) + t(l; 8), tG I
| I vector unitario en la direccion de la recta Lr, esto es, en la direccion del vector
d -(1;8)es

Fig 39

3 N4l V65:V65/
<cuno V/(x;y) = (bx4 +y;x + 3y 2), entonces el vector gradiente en el pui\to
A(1;6) es

7/(1; 6) = (11;109)
I'm lanto, la derivada direccional de / en el punto >4(1; 6), en la direccion de la
curviiy = g(x) es

883
NP 8)=VI(1;6).ub= —
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Ejemplo 25.- Considere una funcion /(x; y), tal que
VIEX;y) = (4x34-2xy4 4-yexy;—3y24 4x2y3-f xe*y) y/(O; 0) = 21
La temperatura en un punto (x;y) de una placa rectangular con centro en el
origen estd dada por
T(x\y) =/(x;y) +y3- e*y
a) Determine la direccién en que una arafia debe ir, partiendo dej punto B(1;1) de
la placa, para que se enfrie lo mas rapidamente posible.
b) ¢Cudl es la rapidez de la arafia en esta direccion?
Solucién
Como fx(pc,y) = 4x3 4 2xy4 4 yexy, entonces

/I(x;y) = J (4x3+ 2xy4d 4-yexy)dx = x4+ x2y4 4 exy 4 C(y)

donde C(y) es una funcién de la variable y.
Al igualar las derivadas parciales de / con respecto ay, se tiene
fy(x\'y) = 4x2y34 xexy 4 C'(y) = —3y24 4x2y3 4 xexy
<>C'(y) = 8y2<=>C(y) = -y34 k
Luego,
I(X;y) = x44x2y4+ - y34 k

Dado que /(O;0) = 21 <>14k =21 =>k =20
Asi, latemperatura de la placa rectangular es

T(x;y) =/(x;y) 4y3- = X44 x2y44 20

a) Como V7(x;y) = (4x34 2xy4;4x2y3), entonces el vector gradiente de T en
el punto B(I; 1) es
V7'(l; 1) = (6;4)
Por tanto, la direccion que debe tomar la arafia para enfriarse lo mas rapido
posible es
v=-V7(l;l1) =(-6;-4)
b) La rapidez de la arafia en la direccidn del vector v es
Bs_7(1; )| = i—HIVT(L; DIl = [-V52j = V52

Ejemplo 26.- Sea /(X;Vy;z) = x24 cos(x 4-y) - z3. Halle la derivada
direccional de / en el punto PO(1; —1; 1) en la direccién de un vector ortogonal a
la superficie de nivel de / que pasa por PO
Solucion
Como VI/(x;y;2) = (2x - sen (x 4-y); -sen (x 4y);-322), entonces el
vector ortogonal a la superficie de nivel de/ en el punto PO es

5=V/(I; ;1) = (2; 0, =3)

132

DERIVADAS PARCIALES
y el vector unitario en esta direccion es
f_a _12Z 3\
Ua ~ Tigji ~ wiig'0;, _ vff/
Por tanto, el valor de la derivada direccional de / en la direccién del vector

ortogonal a su superficie de nivel en PO es

Da /(1;-1;1)=V/(;-1;1) .ua= = Vi3
V13

I jemplo 27.- Sea/(x;y;z) = x2y2(2z 4-1)2. Halle la derivada direccional de /
mn el punto >4(1; 1;—1), en la direccién de la recta tangente a la curva de
interseccion de las superficies

SX:x24y242(y-x)-2=0

S2:x-y—2z2-2=0
<e modo que al mirar la curva, desde el origen, el sentido es horario.
Solucién
l a ecuacion cartesiana de la curva de interseccion de las superficies es
(x D2+ (y41)2=14

( x-y- élz -2 =0
De donde las ecuaciones paramétricas del movimiento sobre la curva, en sentido
horario estd dado por

(X —1
=sent
X =2sent4-1
2 o =
X -y —2 =sent —eost
- 2

I i funcién vectorial que describe el movimiento sobre la curva ¢?es
CQa(t) =(2sent4 1;2e0st- 1;sent- eost) y a(0) = (1;1;-1)

«orno a'(t) = (2eost;-2 sen t\eost 4sent), entonces la direccion de la
Mila tangente a la curva “en el punto a(0) = (1;1;- 1) es

d=a'(0) = (2;0;1)

el vector unitario en esta direccion viene dado por
a /2 1\

""05ii~ V7f,0:V{
I#r tanto, el valor de la derivada direccional de / en el punto A, en la direccién
ile! vector & es
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CALCULO 1l )
Como V/(x;y) = (-3(2by - x)2;6b(2by - x)2), entonces el vector gradiente

Das/(l;l;-l):W;l;-l)-ua:(z;z;'zb- 0:-U =0 de/ en el punte 4 (+-1; 0) es
VI(—1;, Q) = (-3; 66)
La derivada direccional de / es maxima en la direccion del vector gradiente

Ejemplo 28.- Una particula rastreadora de calor esta situada en el punto 4(5; 4) V /(~1:0) = (-3:6b) y su valor es el médulo de este vector, esto es

de una placa metalica cuya temperatura en (x;y) es r(x;y) = 100 —x2—3y2.

Halle la trayectoria de la particula al moverse de forma continua en la direccion Dal (- 1,0) = [[V/(=L0)li = "9 +36b* = 3VI7 =>Db = +2
de mas rapido crecimiento de la temperatura. Por tanto, los valoresdebsonb = —2 6 b =2
Solucidn
Sea a(t) = (x(t); y(0)/1G/ la funcion vectorial que describe la trayectoria de
la particula en el plano XY. EJERCICIOS
Luego, el vector tangente en cada punto (x(t); y (0) de la trayectoria es dado por IHalle el gradiente de las siguientes funciones en el punto indicado
(dxdy\ a)/(x;y;z) = z2exseny PO(0; % /2;2)
Como la particula busca el crecimiento més répido de la temperatura, las b) /(X;y:2Z) = V*2+y2" 2 po(2;“ 1;°)
direcciones de a'(t) y Vr(x;y) = (—2x; —6y) son iguales en cada punto de la
trayectoria, esto es c)/(x;y;z) = sen (3x)cos2xtanz Po(0;#/ 2\t 4)
(dx dy\ d)/(x;y;z) = In"*24-y24-72 M “1:1;3)
(t) = (dt =vnry) = e) I(X;y;2) = Xz4&2z2*4yz4 2y PO(2; 1; 1) rR. (1;1; 3)

de donde se obtiene las ecuaciones

2.- Encuéntrese la razon de cambio maxima de las siguientes funciones en el
punto que en cada caso se indica (||\V/|]).

a)/(x;y;z) = Xy24*x2z 4(3; 1;2)
Al integrar las dos Ultimas ecuaciones, se obtiene b) /(X;y;z) = exeosy 4 eysenz 4(—1 2 2)
ilnx = =214 Ct (X = e~2t+ci = eCl.e“2t (X: 41e“2t C)/(le, Z): (X+y)24.22_ Xy 4-27 4(_2 3; 2)
(Iny = —61+ Q2" ly = e~6t+Cl = eQe~6t * ty = A2e~6t d)/(x;y;z) =x24-zHyz+zy 4(4; 1; 1)
donde 4 X y A2 son constantes reales. Asi, la funcién vectorial que describe la e) f(x,y;z;t) =xz4y2t . 4(1;0; -3; 2)
trayectoria de la particula es
a(t) = Ale~2t;A2e~6t), t G/ = [0; +00) 3.- Calcule la derivada direccional de las siguientes funciones en el punto P en la

Puesto que la particula pane desde el punto 4(5; 4), se tiene
a(0) = (i41;i42) = (5;4)<=>ill1=5y A2=4
Por tanto, la trayectoria de la particula es la curva a)l(x;y) = e2ty 4 3xarctan(y) , P(0;0)y Q(l;-1)

C: a(t) = (5e~2t;4e~6t) Cy=yr:*3 b) /(x;y) = e*eosy 4eyseny, P(1;0)y Q(—s3; 2)

direccion del vector PQ .

c)/(x;y) =V3x2-y 2-2xy + 1, P(4;3)y <3(7; 7)
Ejemplo 29.- Dada la funcién /(x;y) = (2by - x)3. Calcule el valor de b para

. L .- 1Y z) = , P L <232, -2
que el valor de la derivada direccional maxima de /, en el punto 4 (-1;0) sea 9 I(xiyi2) = xsen (y2) ( 0y <3 )
igual a 3>/T7.

Solucién
135

134



CALcULO 1

rCos(y sen z)
e)f(x;y;z)= 1 ecostdt , P(0; 1;0)y Q(l; 2;-1)

*Xy

4.- Para cada una de las siguientes funciones,calcule elvalor maximo de la
derivada direccional en los puntos que seindican, asicomoel vector direccién
en el que este ocurre.

al(*;y) =~y . P(i;3)

b) /(x;y) = cos(#xy) - y sen (nx2), P(1;-1)

C§/?X,y,zf<: Z(__-f_l_rl(X)l P(', 1, 1)

%
d) f(x.y;z) - ~~ xyz+y2z, P(-1;1;0)
rZ rx 1
J et2dt +z\ - ndt , P(l; —1; 1)
* J-yl +el

5.- Calcule la derivada direccional de la funcion /(x;y) = 2y3x —3x2 en el
,punto 4(1; 2) en iadireccion del vectora = (A Vi - A2) (A > 0).
Halle Apara que esta derivada sea maxima. R. A= 5/13

6.- Una funcion / de dos variables tiene en el punto P(2; 3) los valores de las
derivadas direccionales de 4 en la direccion al punto A(3;3) y de —4 en la
direccién al punto B(2;4). Determine el vector gradiente de / en el punto
(2; 3) y calcule el valor de la derivada de/ en el punto P(2; 3) en la direccién
al punto Q(8; 11).

R.Vf(2;3) =(4;-4)y D%/(2;3) = ~

7.- Sea f(x;y) = x2y. ¢Qué éangulo forma el vector direccion con la pane
positiva del eje X, si la derivada direccional en el punto P (I; —1) es 2?
R.O arcsen

©

8.- Calcule el valor de la derivada direccional de la funcion z = In(x + y), en la
direcciéon de la pendiente mas pronunciada que caracteriza a la superficie
2z = In(e* 4*ey) cuando z = 1.
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R. Duf(x;y) ¢
. Duf(x;y) =
Ved - 2eG

m Si/(x;y) = 69 —x2—y 2, encuentre el vector direccion u, tal que el valor
de la derivada direccional de f en el punto P (3; 4) es cero.
A

R *](4; -3)

10.- ¢En qué direccion /(x;y;z) = (x +y)24 (y -fz)¢+ (z + X)2 crece més
rdpidamente en el punto PO(2;—L; 2)? (Cudl es la razon instantanea de
cambio de / por unidad de distancia en esa direccion?

R d = (-10; 4, 10) y |V/(2; -1; 1)]| = V216

I1L a altura de una colina sobre el nivel del mar esta dada por
h =/(x;y) = 200e' (* 12+ 80ye"2”?

donde x e y medidas en metros, son las coordenadas este-oeste y sur-norte

respectivamente. Un atleta se encuentra en el punto 4(1;0;/io)

a) ¢A qué altura se encuentra el atleta?

b) ¢En qué direccion desde el punto A debe comenzar a caminar el atleta para
escalar la colina lo méas rapido posible? Si sigue esta direccion, ¢cual es su
rapidez de cambio del atleta?

c) Si el atleta se mueve en la direccion sur-este, ;esta ascendiendo o
descendiendo? ¢Cual es su rapidez?

d) Describa el lugar geométrico de los puntos que el atleta debe caminar, para
estar a la misma altura sobre el nivel del mar que en el punto A.

I.I- La superficie de un lago se representa por una regién D en el plano XY de
modo que la profundidad debajo del punto (x;y) G D es dada por
I(X;y) = -10 —2x2—2y?2

Siuna pariguana se encuentra en el agua en ei punto (4;3):

a) ¢En que direccion debe nadar para que la profundidad debajo de ella
disminuya lo més rapido posible? ;Cudl es el valor maximo de la derivada
direccional en esa direccién?

R a=(-16;-12) y |V/(3;4)| = 20

b) ¢En qué direccion debe nadar para que la profundidad debajo de ella
aumentelo mas rapido posible? ¢(Cual es el menor valor de la derivada
direccional en esa direccién?

1
c) ¢En qué direccion no cambia la profundidad? u = +- (-3; 4)
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13.- Una nave espacial ha sobrepasado el planeta Marte cuando su capitan nota
que la cépsula esta comenzado a derretirse. La temperatura a su alrededor esta
dadaporT = 'X;y;2) = 2e~f&2 + 3e“2Ay 2) 4-4e3xn" 20
Si la nave se encuentra en el punto 4(2; 2; 2), ({qué rumbo debe tomar para
enfriarse lo mas rapidamente posible?

14.- Hay alguna direccién en la que la razdn de cambio de
f(x;y) = 8x2- 2x2y - 7y2
en el punto 4(1; 1) sea igual a 21? (Justifique su respuesta?

15.- Halle la derivada direccional de la funcion /(x;y) = 4x3- 2xy 4 y4en el
punto i4(l; —1), en la direccién del vector que forma con la parte positiva del
eje X un angulo de 30°

16.- Considere que T(x) = 7 4 3x2+y2 representa la distribucion de la
temperatura en el plano XY (suponga que x ey se miden en metros y la
temperatura en °C). Un hombre se encuentra en la posicion 4(1; 4) y pretende
dar un paseo.

a) Describa el lugar geométrico de los puntos que él debe recorrer si su deseo
es disfrutar siempre la misma temperatura que en el punto 4.

R 3x2+y2=16

b) ¢Cudl es la direccion que debe tomar si su deseo es caminar en el sentido de
mayor ascenso de la temperatura?, ¢cual es la temperatura en esta
direccion?

R. Direccion d = (6;8)y ilV7(1; 4)| = 10

c) Si su deseo es caminar en la direccion del descenso més rapido de la
temperatura, ¢qué direcciéon debe tomar? R. Direccion b = (—6;—8)

d) Observe que el punto (0; 0) es el punto mas frio del plano XY. Encuentre la
trayectoria que el hombre (que busca el frio) debe seguir hacia el origen,
partiendo del punto A(l;4) Ry = 4\fx

e) ¢En qué direccion debe moverse desde A(l;4) si su deseo es que la
temperatura aumente a razén de 4°C/m?

17.- La altura del volcan Sara Sara, en metros sobre el nivel del mar, esta dada por

h = 5400 —x2—

Si un alpinista comienza su ascenso en el punto A(40;20), ;cual es la
trayectoria en el plano XY que corresponde a la ruta mas empinada de ascenso
al volcan? R. y = VIOx
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18.- La temperatura en un punto (x;y; z) de un solidoesta dada por
T(x; y; z) = cos(xy) 4 _In(yz)
a) Calcule la razén de cambio de la temperatura en el punto P(0; 1; 1) y en la
direccion del vector d = (—1;2;2).
b) ¢En qué direccion T crece mas rapidamente? ;A qué ritmo?

fx t2
19.-Dada la funcién g(x;y) = ex'y4 —===dt
90y) y Jo Vt44 1

a) Calcule la derivada direccional de g en el punto (0; 0) en la direccién del
vector a = (2;1)
b) ¢En qué direccion ia derivada direccional de g en (0; 0) toma el valor

maximo?
20.- ¢Cual es larazén de cambio de la funcion /'(x; y; z) = x24y24 z—4 alo
/3eos0 1 3 3 3 \
largo de lacurva a(0) = y—-— ;- 4 -sen 0\- —-sen 0J en el punto

il
que corresponde a0 = 6_?

11 Calcule las constantes a, b y ¢ para que la derivada direccional de la funcién
f(x]y)z) = axz2-rbxy +cx2y¢ en el punto P(l; 1,—1) tenga un valor
méaximo de 4, y esté en el sentido positivo del eje Z.

Ra=%2 b=42, c= %1

22.- Seaz = f(ax + by), donde a y b son constantes positivas y / es una funcion
derivable.
a) Demuestre que en cualquier punto 4(x0;y0), el vector gradiente de z es
paralelo al vector i = (a; b)
b) Determine los punto Qix”, yt) tales que la derivada direccional de z en Qvy
en la direccion del vector v = (—b\ a) es igual a cero.

rx a-ir
Dada la funci@dm /(x;y) = f e z dt- (2y - x)2
m i) llalle la derivada direccional de f en el punto 4(1; —1) segln la direccion
nor-este. En esta direccion, ¢aumenta o disminuye el valor de /?
b) Determine la direccion del descenso mas rapido de / en el punto 4. ;Cual
es el valor de la derivada direccional de f en esta direccion?
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24.- Un grupo de alpinistas escalan una montafia que se encuentra sobre la
Cordillera Blanca ubicada en el departamento de Ancash. Suponga que la
altura de la montafia sobre el nivel del mar viene dada por la ecuacion
z=6- 2x2- 3xy +y3 (las distancias- se miden en kilémetros). Los
alpinistas se encuentran en el punto >(1;2;6) a las 12 de la noche en plena
oscuridad.

a) Los alpinistas no se ponen de acuerdo qué direccién deben seguir para
escalar lo mas rapido posible a la cima de la montafia, por lo que deciden
calcular la pendiente de la montafia en el punto A en la direccién norte y en
la direccién nor-oeste. Si deben seguir por la ruta de mayor pendiente,
¢cudl de las dos direcciones deben elegir? R. Deben elegir la direccion
nor-oeste.

b) ¢Cual es la direccidon de maxima pendiente en Al ;Cudl es el valor de dicha

pendiente? R. Direccion & = (-10;9)y |[V/(1; 2)|| = VIBI

25.- Sea /(x;y;z) = in(x24 y14 z2). Halle la derivada direccional de / en el
punto (1;3;2)a lo largo de la curva de interseccion de las superficies
SX:36x24-4y24- 922 = 108 y S2'x¢ 4 y2—5z = 0, si al mirar éste desde
el origen, el sentido es horario.

«W -W rm

26.- Sea C la curva de interseccion de los cilindros x24 v2= 1y x24 z2= 1,
en el primer ociante. Halle la derivada direccional de la funcién
/(X;y;2z) =x24 y24 z2alo largo de esta curva en el punto

yi2 V2 V2\ 2V6
Y-Y-T) R- D*f = —

3.4 PLANO TANGENTE Y RECTA NORMAL A UNA SUPERFICIE

Teorema 5.- Sea S:F(x;y;z) = 0 la ecuacion de una superficie, donde
F(x;y;z) es una funcion con primeras derivadas parciales continuas. Si Fx,Fy
y F no son todos ceros en el punto PO(x0;y0;z0) ES, entonces el vector
N = VF(x0;y0;z0) es normal al plano tangente a la superficie S en PO.

140

DERIVADAS PARCIALES

Definicién 8.- Sea S:F(x;y;z) = 0 la ecuacién de una superficie, donde
F(x;y;z) es una funcion con primeras derivadas parciales continuas en

I'0(x0;y0; z0), con VF(x0;y0;z0) * 0.

i) El plano que pasa por POy es normal a VF(P0) se denomina plano tangente a S
en POy tiene por ecuacion general

PT: F*(x0;y0;z0)(x - x0) + Fy(x0;y0;z0)(y - y0) + Fz(x y 0;z0)(z - z0) = 0

ii) La recta que pasa por POy tiene la direccion de VF(x0;y0;z0) se denomina
recta normal a S en POy tiene por ecuacién vectorial

Ln = {(x0;y0;z0) + iVF(p0) / te*}
La ecuacion simétrica de la recta normal a S en PO esta dada por

X-x0 _ y-yn _ Z-12n
N'Fx(x0;y@.z20) Fy(x0;y0;z0) F(x0;y0;z0)

Ejemplo 30.- Halle las ecuaciones del plano tangente y de la recta normal a la
superficie 4x2-f y2—16z = 0 en el punto (2; 4; 2).

Solucion

Al considerar F(x;y;z) = 4x24 y2- 16z = 0, se tiene

VFE(xyy; 2) = (8x; 2y; -16)
Asi, el vector gradiente en el punto PO(2; 4; 2) es

VF(2; 4, 2) = (16; 8;-16)
Luego, la ecuacién del plano tangente en PO(2; 4; 2) es

PT\16(x -2)4 8(y- 4)- 16(z- 2) = 0 Pr:2x4y-2z- 4=0
La ecuacion simétrica de la recta normal es
XxX—2 y—4 z-—-2

Ln'-~T~:i=T~ =" 2~
Observacion 7.- Sea £ la curva de interseccion de las superficies

F(xiy;z) =0y 6(x;y;z) =0

La recta tangente a la curva £ en el punto PO(jc0; y0: zg)<es la recta interseccion
de ios planos tangentes a las superficies F(x;y;z) =0 y 6(x;y;z) =0
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en el punto PO. Luego, los vectores normales Nx= VF(x0;y0;z0) vy
N2 = V6 (x0;y0;z0) son ortogonales al vector tangente a la curva ¢?en PO.
Por tanto, el vector tangente a la curva en el punto PO tiene la misma direccion

que el vector Nx x N2.

Observacion 8.- Si la ecuacién de una superficie esta definida de manera
explicita porz = /(x; y), se define la funcién F por F(x;y;z) = /(X;y) —z =0
y la ecuacion del plano tangente en el punto PO(x0;y0; z0) viene dada por

ptmix(xQy0)(x - x0) + fy(x0:y0)(y - y0) - (z- z0) =0

Ejemplo 31.- Halle la ecuacion vectorial de la recta tangente a la curva de
interseccion de las superficies x2+y2-z=8y x-y2+2z2=-2 en el
punto PO(2; -2;0).

Solucién

Sean las superficies:

F(X;y;z) = x24y2-z2- 8 y G(X;y;2) =X-y2+2z22+2

Luego, los vectores gradientes de estas funciones son

VE(xjy; z) = (2x;2y;-1) 'y VG(xjy;z) = (1;-2y;22)
En el punto PO(2; —2; 0), los vectores normales de los planos tangentes son
Nx = VF(2;-2:0) = (4;-4; 1) y N2=VG(2;-2; 0) = (1; 4, 0)

De donde se obtiene a = N1x N2 = (4; —1; 20)
Por tanto, la ecuacidn vectorial de la recta tangente a la curva g en el punto PO es

Lt:(x;y;z) = (2,-2;0) + t(4; -1, 20),t 6 1

Ejemplo 32.- Halle el valor de m para el cual el plano Qx - 2y -2z24-m =20
es tangente a la superficie S:x24-4y2 4-16z2 = 144
Solucién
Al expresar la ecuacion de la superficie S en su forma explicita, se tiene

F(x;y;2z) = x244y2+ 16z2- 144
Si Po(x0;y0;z0) es el punto de tangencia del plano tangente, entonces su normal
es

N = VF(x0;y0;z0) = (2x0; 8y0; 3220)
Como el vector normal del plano dado NQ= (1;-2; -2) y N son paralelos, se
sigue que

N x Ng = (-16y04 64z0;4x0 4 32z0;-4x0- 8y0)

(0; 0; 0)
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De donde resulta x0 = - 8z0 y y0=4z0
Puesto que PO(-8z0;4z0;z0) es un punto de la superficie S,entonces sus
coordenadas satisfacen su ecuacion, esto es

64z0 4- 64zq 4 16z = 144 « z0= 1
IAiego, los puntos de tangencia son
PO(-8;4;1) y P'0(8;-4;-1)

Por tanto, al ser PO(—8;4; 1) y P'0(8;-4; - 1) puntos del plano
Q:x —2y —2z 4 m = 0, se obtienen m = 18 para el punto POy m =—18 para
el punto P'0.

X2 z2
Ejemplo 33.- Halle los puntos de la superficie S: 7 4y2 H---4:11, en los

cuales el plano tangente a 5 es paralelo al plano Q: x 4-2y 4 3z = 3. Para cada
uno de los puntos obtenidos, escriba la ecuacién general del plano tangente.
Solucién

Consideremos la ecuacién de la superficie como

2 2
F(x\y;z) = +y2+ - 11
iX Z\
Como VF(x;y; z) = ; 2y; - J , entonces el vector normal del plano tangente

a la superficie S en el punto Po(x0;y0]z0) es

N = VF(x0;y0;z0) = (@ ; 2y0;))
Dado que el plano tangente PT y el plano Q'son paralelos, se sigue que sus
vectores normales N y NQ= (1; 2; 3) son paralelos, lo cual significa que

. 3
N XNQ= (6y0- z0;--x0+ ~ 2yo) = (0;0;0)

De donde resulta; x0 = 2y0 y z0 = 6y0
Puesto que P(2y0;y0;6y0) es un punto de la superficie de 5, sus coordenadas
satisfacen su ecuacion, es decir

S +yo+ g):n ¢’50::1

Luego, los puntos de tangencia son: Pt(2; 1;6) y P2(—2; —1;, —6)
Por tanto, las ecuaciones generales de los planos tangentes en los puntos Pt y P
son respectivamente
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Qt:x42y432-22=0y Q2\x42y432422=0

Ejemplo 34.- Sea £ la curva de interseccion del paraboloide z = 9 —x2—y 2 con

el plano x = 1.

a) Halle la ecuacion vectorial de la recta tangente a la curva & en el punto
pi (i; 2; 4).

b) Halle la ecuacion del plano tangente a la superficie S:4x24-3y2—24z = 0,
que es perpendicular a la recta tangente obtenida en a).

Solucioén

La funcion vectorial que indica la posicion de un punto sobre la curva £ es

C:a(t) = (1;t, 8 —t2)

Parat = 2, se obtiene a(2) = (1; 2; 4)

Como a'(0 = (0; 1; —2t), entonces a'(2) = (0; 1, —4)

a) La ecuacion vectorial de la recta tangente a la curva en elpunto Px(1; 2; 4),
que sigue la direccion del vector a'(2) es

Lt\(x;y;2) = (4;2;4) + t(0; 1;-4), te R

b) Sean F(x;y;z) = 4x24 3y2- 24z y P(x0',y0)z0) elpunto de tangencia del
plano tangente a la superficie S. Luego, se tiene

N = VF(P0O) = (8x0;6y0;-24)

Como el plano tangente es perpendicular a la recta tangente obtenida en a),

entonces el vector normal N y el vector direccion de la recta tangente
a4 = (0;1;—4) son paralelos, lo cual implica que

N x & = (—24y0 4 24; 32x0;8x0) = (0; 0; 0)
De donde resulta, y0 = I,x0= 0

Asi, en virtud de que P (0; 1; z0) es un punto de la superficie 5, se tiene

1
0 43—2420=0=>20= —

Por consiguiente, la ecuacion del plano tangente que pasa por P ~0; 1; es

PT:2y —8z —1 =0

Ejemplo 35.- Demuestre que la suma de los cuadrados de las intersecciones con

los ejes coordenados de cualquier plano tangente a la superficie
*2/3 Yy2I3 J_z 2/3 _ £2/3 es constame €igUala b2.

Solucion
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Sean *F(X;y;z) = x2/3+y23+22/3- b23 y PO(x0;y0;z0) el punto de
tangencia de la superficie. Entonces

S = VFOW -
Luego, la ecuacién del plano tangente a la superficie en PO es

PT:x~1/3(x - x0) +y01/3(y - y0) + z01/3(z - z0) = 0
el cual es equivalente a

1-173 + -T7J + -~3 = fo2/3 (*0/3 + yo/3 + zo0/3 = (2/3)
~0 ~0 zo

Las intersecciones del plano tangente con los ejes X,Y y Z son respectivamente
x = x1/3b2/3,y =yl/3b2/3 y z = z¢/3b2/3

Por consiguiente, la suma de los cuadrados de estas coordenadas es

X24y2422= (x@3+y@34223)bA3 = Db2/3b4/3 = b2

EJERCICIOS

1- Determine la ecuacion general del plano tangente y de la recta normal, para
cada una de las superficies, cuyas ecuaciones se dan a continuacién, en el
punto P dado.
a)x24-y24-z2= 17, P(2; - 2;2)

b)z = x_4—y P(2; —1; 2)

F. 2x- 2y 4 3z = 17

c)x54 y542z5= 30 —xyz, P(2; 1, 1)
d)xU2+yl2+z1U2=4, P(4;1;1)

e) 2x2- xy2- yz2= 18, P(0;-2;3)

0 "23+y23+2z23=14, P(-8;27;1)

N
Y1

En los siguientes casos, halle la ecuacion vectorial de la recta tangente a la
curva de interseccion entre las superficies dadas en el punto indicado.

ay =x2,y = 16 —z2, P(4; 16;0)

b)x24-z24 4y = 0,x2+y24224 7=0, P(0;,—1; 2)

c) X = 2 4-cos(fyz) ,y = 14-sen (nxz), P(3;1;2)

d) xyz = 36, 4x24-y2—2xz2= 105, P(6;3;2)
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L /Ix2 3y
3.- Dada la funcién /(x;y;z) = arcsen —— i----—--
6 2 24-2,

a) Halle la ecuacion del plano tangente a la superficie de nivel
/(x;y;z) =-,en elpunto M;-; 4" Rx43y—z=26

b) ¢En qué proporcion varian los valores funcionales cuando comienza a
moverse desde el punto (1; 1/3; -4) hacia el punto (2; —5/2; —2)1
Sugerencia: Aplique el concepto de la derivada direccional.

Xz 2 Z*z
4.- ¢En qué puntos del elipsoide v %— 4c*_ = 1 la normal forma angulos
[

iguales con los ejes coordenados?

5.- Dada la superficie x24-2y24-3z2 = 21, trace a ella planos tangentes que
sean paralelos al plano x 4 4y 4 6z = 0

6.- Halle la ecuacion del plano tangente a la superficie 4y2 —2x2 —7z = 0 que
X z
pase por el punto (- 8;0; 4) y sea perpendicular al plano - — =1

R 4x 4 4Voy 4 724 4 =0

7.- ¢En qué puntos de la grafica de la superficie S:4x24 y24 z2- 2xy = 12,
los planos tangentes a la superficie son paralelos al plano YZ?
R (2,20 y (=2 0)

8.- Halle las ecuaciones del plano tangente y recta normal, si se sabe que el plano
tangente es horizontal a la grafica de la superficie z = x24 4y24 1
R. Plano tangente: z = 1

9.- Verifique que la suma de las intersecciones con los ejes coordenados de todo
plano tangente a la superficie V* + yfy 4 Vz = yfata > 0 es constante e
igual al valor de a.

10.- Halle la ecuacién del plano tangente a la superficie x2- y2- 3z = Oque
—2y =0
pase por el punto (0;0;—1)y sea paralelo a la recta }’X _% _q

R 4x —2y - 32 = 3
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11.- Halle en la superficie x24 y2- z2- 2x = 0 los puntos en que los planos
tangentes a ella sean paralelos ajos planos coordenados. R. En los puntos
(1;£1;0) los planos tangentes son paralelos al plano XZ, y en los puntos
(6;0; 0) y (2; 0; 0) al plano YZ. La superficie carece de puntos en los cuales
el plano tangente sea paralelo al plano XY.

12.- Halle la mayor raz6n de cambio de la funcién
f(x;y;z) =ex2cos((x 42y)n) 4 16y24 22
en el punto PO, donde PO es un punto de la superficie

S:22=x2—2y24 3y —6
en el que el plano tangente es paralelo al plano 2x —y —2z = 6

X2
13.- Halle la ecuacion del plano tangente a la superficie — 4 y24 7z2 = 126

que es ortogonal a la recta tangente en (2; 1;6) a la curva de interseccién de
las superficies z = x24-2y2,z = 2x2- 3y24 1

63
R 5x + 2y + 287 + 166A|'EE =0

14.- Halle el valor de k para que en todo punto de la interseccion de las dos
esferas (X - k)24y2+z2=4 'y x24 (y- 1)24 z2= 1, los planos
tangentes sean perpendiculares uno al otro. Rk =4%2

15.- Def. Dos superficies son tangentes en el punto P si tienen el mismo plano
tangente en P. Demuestre que las superficies dadas son tangentes en P.
a)x24y24 z2=2(yz=1, P(0;11)
b)yx2 4y24 z22=3 xyz =1, P(l;11)

x2,v2 22 f b24c22 " o0 b1
+ +v"4 7 e = + cJ .
©) ac, be c¢ y \Z c' J) ( ce), P(0; #b] ¢) Cé

16.- Def. Dossuperficies son ortogonales en el punto P si sus normales en P son
perpendiculares. Demuestre que las superficies dadas son perpendiculares
entre si en el punto dado.

a) 3x24-2y2- 2z =1, x2+y242z22- 4y-2242=0,(1;12)
b)x2—y24 z2= =2, x24y24 322=28,(-1; 2,1)
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3.5 INCREMENTO Y DIFERENCIAL DE UNA FUNCION DE VARIAS
VARIABLES

Para una funcion / de varias variables no es suficiente la existencia de las
derivadas parciales en un punto para decir que la funcién es diferenciable en ese
punto, puesto que la existencia de la derivada en la direccion de los ejes
coordenados no implica la existencia de la derivada en otras direcciones.

Es mas, aunque la derivada de la funcién existiera en un punto en todas las
direcciones, no se puede garantizar la existencia del plano tangente a la grafica de
/ en ese punto.

Por ejemplo, una funcién / de dos variables, geométricamente es diferenciable en

un punto (x0;y0) E DF si existe plano tangente a la gréafica de / en el punto
Q(xoo>/(*0;y0)); y est0 ocurre cuando la grafica de / es suave en ese punto,
es decir, su grafica no tiene vértices, puntos criticos, etc. en ese punto.

La diferencial de una funcién de varias variables es el concepto tedrico que
garantiza la existencia del plano tangente a la grafica de la funcién en un punto.
Vamos a empezar a definir el concepto de incremento de una funcién de varias
variables. Luego, se presenta el concepto de diferencial de una funcion de varias

variables.

Definicion 9.- Sea f:D ¢ R2 R una funcion de dos variables, tal que
z=/(x;y), y sean Ax y Ay los incrementos de x y de y respectivamente. El

incremento de z = /(x; y) en cualquier punto (x;y) E D es dado por

A (xY)

Az =/(x + Ay + Ay) - /(X;Y)

En general se tiene la siguiente definicion:

Definicion 10.- Sea /:D clIn-»1 wuna funcién de n variables, tal que
z=/(Xi; ..;xn) y sea AP = (Axl:..;Axn) el incremento del punto
P(xa; ...;xn) E D. El incremento total de la funcién / o simplemente incremento
de/ en P es dado por

A/(P) = Az = f(xx+ AXX;...;xn + Axn) - /(X" ..;xn) 0

A/(P) =/(P + AP)-/(P)
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Ejemplo 36.- Sea/(x;y) = 3x2+ 2xy —y 2, Ax = 0,03 ,Ay —0,02
Ualle el incremento de f en el punto P(I; 4).
Solucién
El incremento de la funcion z = /(x; y) en el punto P(1; 4) es
A/(1;4) =/(1 +0,03;4- 0,02) - /(1; 4) =/(1,03; 3,98)
= [3(1,03)2+ 2(1,03)(3,98) - (3,98)2] - [3+ 8- 16] = 0,5411

Definicion 11.- (Diferenciabilidad de una funcién) Sea f:D ¢ R¢->R wuna
funcion de dos variables, tal que z = /(x;y), y sea AP = (Ax; Ay) el incremento

del punto P(x;y) E D.
Se dice que la funcién / es diferenciable en P(x;y), si existe el vector gradiente
V/(P) tal que para P + AP E D el incremento Az se puede expresar en la forma

Al(x;y) = Az = DX (x; Y)AXx + DZ(x; y)Ay + slAx + e2Ay 0
/(P + AP) = [(P) + V/(P) * AP + £(AP),
donde AIFLr_QOS(AP) = lim L(AX;Ay) = 0

(Ax;Ay)-»(0;0)
Kjemplo 37.- Sea f(¢x\y) = 4x-2xy2. Demuestre que / es diferenciable en

lodos los puntos de K2.

Solucién
Para P(x; y) e R2 y AP = (Ax; Ay), se tiene

I'(P + AP) =/(x + Ay 4 Ay) = 4(Xx + AX) - 2(X 4 AX)(y + Ay)2
4x - 2xy2+ (4 - 2y2)Ax - 4xyAy - (4yAy)Ax - [2xAy + 2AxAy]Ay

1(*;y) + VI(P) « VP + e(Ax; Ay),

donde
li AxAy) = i -(4yAy)AX - (2xAy + 2AXAy)Ay] = 0
A 00 e(AX;AY) a0 [-(4yAy)AX - (2xAy XAY)AY]

Por consiguiente, / es diferenciable en cualquier punto (x;y) E IR2. En general,
\e tiene la siguiente definicion:

Definicion 12.- Sea f:D ¢ Rn > M wuna funcién de n variables tal que
f(xx\..;xn) y sea AP = (AxX;..;Axn) el incremento del punto

P(X,; ...;xn) e D.

".c dice que / es diferenciable en P(xt; ...;xn) si existe el vector gradiente V/ (P),

1l que para P + AP G D el valor de la funcién se puede expresar en la forma
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[(P + AP) =f(P) + V/(P) « VP + £(AP)
donde lim f(AP) = lim e(AXI;...;Axn) = 0
AP-O 1 n

Teorema 6.- Si una funcion /: D ¢ IR2 —IRde dos variables es diferenciable en
el punto PO(x0;yo) >entonces /’es continua en PO.

El reciproco del Teorema 6 no es necesariamente verdadero, como se puede
observar en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 38.- Demuestre que la funcion /(x;y) = yjx2-fy2 es continua en
(0; 0) pero no es diferenciable en (0;0).
Solucién

)/(0;0) =0 ii U;y}i-gko;O)/(X;y) = (x;ysi-m(O;O)JX2+ y2=10

iii> =0
Por tanto, / es continua en (0; 0). Por otro lado,
Vixyy) =(— = m —=L=)
VVA+y2 Vx2+yV

no existe en (0; 0). Luego, / no es diferenciable en (0; 0).
Teorema 7.- Si la funcién /: D ¢ IR2 -> K y las funciones

f f n >y j rr N tly vi>yy |
Ix\x '<y) 2 —a» Y J;S,{x\y) = — —7i son continuas en D, entonces

/ es diferenciable en D

Ejemplo 39.- Sea /(x;y) =\(x2+y2)2 50 *X,y* T 70;0"

lo . si(xy) = (0;0)
Demuestre que /*(0;0) y fy(0; 0) existen, pero que / no es diferenciable en
(0;0).
Solucion: Se tiene
f (h\0) —/(0;0) . 0-0

DERIVADAS PARCIALES

o 105K - 1(0;0) L 0-0
A\/&0,0)— lim = '1'J1“ =0

k>0 k 0 fc

Luego, las derivadas parciales de / en (0; 0) existen.
Ahora, sean Tt = {(x;y) 6 R2/y=x} y T2={(x;y) e /'y=20) dos
trayectorias que pasanpor el punto (0; 0). Los limites de/ sobre estastrayectorias

son

1
Sobre 7\: lim /(x;y) =lim/ (x;x) = -

Sobre T2: (x;yl)'-m(o;oy/(\? 1Y) = *|_|»rcnr/(x;0) =0
Asi, por la reizla de las dos trayectorias U;)IIWO;O)f (x; y) no existe, lo que

significa que / no es continua en (0;0).
Por consiguiente, en virtud del teorema 7, / no es diferenciable en (0; 0).

Definicion13:- (Diferencial Total). Sea /:D ¢cE 2->1 unafunciéon de dos
variables para la cual existen /*(x;y) y /y(x;y) entodo (x;y) E Dy sean Ax y

Ay incrementos de x ey respectivamente.
i) Las diferenciales de las variables independientes x ey son

dx = Ax , dy = Ay
i) La diferencial total de /, denotada por d/(x; v) es

oL ) A
g fn.yn—n. dYPAR g i)
La extensidn de esta definicion a funciones de n variables es el siguiente:

Definicion 14.- Sea /: D c i n->1 una funcion de n variables para la cual
existen ..;Xn) para i = 1,2,...,n y sean Ax1#...Axn incrementos de

las variables xx, ...,xn respectivamente.
i) Las diferenciales de las variables independientes x son

dxi —AxX dx2 —AX2, = dXji A
ii) La diferencial total de f, denotada por d/(xIf..., xn) es

3(Xi,....Xn) ARt mn)
df (X' o= s 3N e d* +" + A dXn

Ejemplo 40.- Halle la diferencial total de la funcion

z=/(x;y) =" + arctan (_")
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Solucién
Las derivadas parciales de / son

3y 3yx2 1 x3
= fyry) =T>+7" 2

Luego, la diferencial total de / es

* (%, . .ad
n

; \' x4 xb+y<-J \ X xb4y*“1l

Observacién 9.- Sea f:D ¢ Rn->R una funcién diferenciable en el punto
P(x1;...;xn) 6 D, es decir
AICP) = DIf(P)Ax14 - + Dn/(P) Axn 4 e(AP)
donde lim ¢(AP) = 0
AP—0
Asi, cuando AP = (AXa; ...; Axn) -=> (0; ...; 0), el cambio real de
z = /(xX; ...; xn) es aproximadamente igual a la diferencial total dz, es decir.
Az = A/(P) = dz = d/(P)
De donde resulta
/(P 4 AP) = [(P) + d/(P)

Ejemplo 41.- Use diferenciales para calcular el valor aproximado de
V6(1,98)3+ (4,1)2
Solucién
Al considerar la funciéon /(x;y) = ™ 6x34 y2, se puede calcular con facilidad
[(2;4) = V48 4 16 = V64 = 4
Luego, al tomar x0 = 2 ,y0=4,dx = Ax = -0,02 y dy —Ay = 0,1, se tiene
[(x04-Ax;y04 Ay) = /(1,98; 4,1) = yj6(1,98)24 (4,1)2
s/(2;4) +d/(2;4)

= 4 4 /x(2; 4)dx 4 /y(2; 4)dy

6x 3 2y
(6x3+y2)2/3 y = 3(6x3 + y~/3 , entonces

Como fx(x-,v)
se tiene

48 8 1
«224)=-=38y/,(2;4) =- =]

Por tanto.
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i/6(1,98)2+ (4,1)2S 4 + 3(—0,02) + 6(0,1) = 3,9567

PROPAGACION DE ERRORES

Si x e y denotan los valores medidos de dos variables y x 4 AX y y 4 Ay
representan los™alores exactos, entonces Ax y Ay son los errores de medicion.
Si los valores medidos de x e y se usan para calcular el valor de la variable
dependiente z = /(x;y), entonces el error propagado en la medida de la variable
zes

Az =[(x & Ay & Ay) - 1(Xx5Y)

Observacion 10.-
a) El error propagado en la variable z = /(x;y) se estima o se aproxima por la
diferencial total de z, esto es
Az = dz =fx(x:y)dx 4 /y(x;y)dv
b) Para determinar si el error propagado en la variable dependiente z es grande o
pequefio, se usa el error relativo y el error porcentual de z = /(x;y)en el
punto (x; y). Asi, se tiene:

i) El error relativo o cambio relativo de / en P(x; y) se estima por
. AI'(P) d/(P)
ER(f(P)) =- - -=— —
r 5 /(p) 1(13)

ii) El error porcentual de / expresa el cambio de / como un porcentaje de su

tamafio antes del cambio y se estima por
Al(P) * d/(P)
e-p\mym= x 100 * x 100

1jcmplo 42.- Bl radio de la base y la altura de un cono circular recto miden 20 cm
w50 cm respectivamente, con un posible error en la medicién de 0,01 cm. Utilice
diferenciales para estimar el error maximo y e! error porcentual en el célculo del
volumen del cono.
Solucién
1

I Ivolumen del cono es V = -nr”h, con lo cual su diferencial tota! es

dav av 2nrh nr2

dV = —dr4 — dh = ——dr 4 — -dh

or oh ¢ 3

Comor —20,h =50,dr = Ar =0,01 y dh = Ah = 0,01, entonces

20001t 4001t
dv = — — (0,01) 4——(0,01) = 8
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Por tanto, el maximo error en el calculo del volumen es aproximadamente Qn cm.
El error porcentual estimado en el calculo del volumen es

t'.P.0 O -f xioo. 25 ( 100) » 0,12%

Ejemplo 43.- El error porcentual cometido en la medicién de la altura de una
torre es 1% , para lo cual se mide el angulo de
elevacion hasta la parte superior desde el punto A
situado a 40 m de su base. El angulo medido es de
45° con un posible error de £0,5 minutos.
Suponiendo que el terreno és plano, halle en forma
aproximada el maximo error porcentual cometido en
ia medicion de la distancia del punto A a la base de
la torre.
Solucién
Si x es la distancia del punto A a la base de la torre, 9 el angulo de elevacion y h
la altura de la torre, entonces de la figura 3.10 se tiene
h=xtan9
Luego, la diferencial total de la altura es

dh dh
dh = — dx 4 — d6 = tan 6 dx 4 x sec"Q d6

dx do
De donde se obtiene
dh tan9 d 1_xsec29dg .
h T AT ©
Ahora, de la relacion de medidas entre grado y minuto se obtiene
o] rc i - i ° -» i d n
19 -> §0min) 1y e 7 .
Iz~ 05mini ~ Z~ U20/ WV y rad. | y _ (120)(180) ru
Luego, al reemplazar los datos
x = 40,9 - 45°,d9 - 05 min - 7_ - 0,000145 rad
"= 1120)(180)
dh
h —40tan 45° = 40 v — = —=~ = 0,01 en (*), se tiene
h 100
tan 45° /40 5ec2 (45°)\
0,01 = — AX + |- e -] (0,000145) dx = 0,3884

Por tanto, el error porcentual cometido en la medicion de la distancia del punto A
a la base de la torre es

dx 10,3884\
E.P.(*) = — (100) = (-4Q-J (100) 0,971%
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Ejemplo 44.- Si el radio y la altura de un cilindro aumentan en 0,5% y 1%
respectivamente, ¢cuél es el cambio porcentual aproximado en su volumen?.
Solucion
El volumen del cilindro de radio r y altura h es

V=nr¢h
De donde resulta

dv dv
dV = — dr 4 — dh = 2nrhdr 4 nr~dh
or oh

dr dh
Como E. P. (r) = r x 100 =05y EP(i) = —hx 100 - 1, el cambio

porcentual aproximado en el volumen del cono es

E.P.IV - 100 —2 ar 1004dh 100 —2/1\41— 2%
PAV) =g 100 =2 =x 1004 4 X100 = 25 4 1= ¢

Ejemplo 45.- La resistencia total R den resistenciasR1,R2, .. ,Rn  conectadas en
paralelo esta dada por

11 1 1

R R1 R2 Rn
Los valores de Rv R2, ..., Rn son 50. 100, 150....... 50n ohmios respectivamente,
con un error porcentual maximo de 0,8% en las mediciones. Estime el error
porcentual maximo en el calculo del valor de R.

Solucién
Las derivadas parciales de R con respecto a R( son
dR R2

»rpre w.>
De donde resulta

r2 2 i
dR - -rAdRX + —7, dR2 e \-—¢, d RN
Al Ao A

dRi
Como E.P.(Ri) = — -x (100) = 0,8% ,i = 1,2, ...,n, entonces el error
porcentual de R es aproximadamente

R dR. R dR2 R dRn
EPXn -rt-—R?x 100+s'"srx 100+"' r;"'r7 x 100

R R R
=ir (0,8%) + — (0,8%) + =+ — (0,8%) = 0,8%
Al A2 Rr
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Ejemplo 46.- Consideremos el triangulo

isdsceles T de la figura 3.11. ;Cudl es

aproximadamente el cambio que ocurre en el

area de T si las longitudes de sus lados iguales

aumentan en una pulgada y el angulo en el

vértice se incrementa en 0,04 radianes?

Solucion

Si x es la medida de la longitud de los lados \

a el angulo comprendido entre ellos, entonces

el area del triangulo es Fig 311

1 ,
A = - x" se7i (a)

Luego,
dA dA

dA = — dx 4

1
i da — da =x ssn (d)dx4 - x Zos(a)da

1
Como dx - pies, da = 0,04 radianes; el cambio que ocurre en el area del

triangulo es

dA =3sen Q (") +¢ (32)(eos Q ) (0,04) s 0,28

Ejemplo 47.- Cuando se calcula el area de un trapecio isdsceles se obtiene
256 cm2 con un error porcentual de 4%. Si se sabe que al medir las longitudes de
la base menor £, base mayor B y de la altura /i, los errores de medicion fueron
iguales, halle los errores porcentuales al medir b,B y h respectivamente, cuando
b=12cm, B=20cmyh = 16 cm.

Solucién

El area del trapecio isosceles es

De donde resulta
.. dA dA dA h h /b + B\

dA=dbdb +M dB +dhdh =2“,+2dB+{— )M
Como db =dB =dh, h=16,b= 12 y B =20, el error aproximado en la
medida del area es

dA = 8db 4 8db + 16db = 32db *)
Puesto que el &rea medida es A = 256 cm2y su error porcentual 4%, se tiene

dA 4
EP(A)=— x100=4« dA=— 4 =10,24

Luego, de (*) se tiene
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10,24
10,24 = 32db « db =— — = 0,32 = dB = dh

Por tanto, los errores porcentuales al medir b, B 'y h son

db 10,32\ ,
E.P(b) = — (100) =(— 7(100)= 2,67%

dB 10,32\
E.P(B) = — (100) = (— 'J(100) = 1,6%

dh 10,32\ /
E.P(h) = — (100) =(— J(100)= 2%
Ejemplo 48.- La utilidad mensual en nuevos soles de una empresa que
comercializa un solo producto es dada por

u(x;y) =" 0 2+ 2xy),
donde x representa el nimero de unidades vendidas en Lima e y el nimero de
unidades vendidas en Arequipa. Si en la actualidad la empresa vende 200
unidades en Lima y 300 unidades en Arequipa, estime el cambio aproximado en
la utilidad de la empresa si las ventas en Lima disminuyen en 1%, mientras que
en Arequipa aumentan en 2%.
Solucién
Como las ventas de la empresa disminuyen en Lima en un 1% y aumentan en
Arequipa en un 2%, entonces se tiene

dx = & =-200(0,01) = -2 y dy = Ay = 300(0,02) = 6

La diferencial total de la utilidad es

dU(ky) = W(xiy)dx 4 (y(cy)dy = ~(x4-y)dx 4-Ady

Parax = 200 yy = 300, se tiene
dU(200;300) = 20 dx 4 8dy = 20(-2) 4 8(6) = 8
Luego, A[7(200; 300) = dU(200; 300) = 8
Por tanto, la utilidad mensual de la empresa aumenta aproximadamente en S,. 8
mensual.

Ejemplo 49.- Se fabrica un recipiente sin tapa que tiene la
forma de un tronco de cono circular con base una semiesfera,
tal como se muestra en la figura adjunta. Las dimensiones del
recipiente son

A=18cm y r —12 cm

Si al recipiente se desea bafiar con una capa de plata de 0,01
cm de espesor, estime el volumen aproximado de plata que se
necesita para bafar la superficie exterior.
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Solucioén
El volumen del tronco de cono circular recto de radio mayor /?, radio menor r y
altura h es

Vic=*(r2+rR+R2) = » (r 2+rR +R2)
i
y de la esfera de radio r es
4
VE=-nr3
3
Luego, el volumen del recipiente es
20n 2n
V=—(r24rR 4 R2 4*Tr3

La diferencial total del volumen Kes
QY dv n , n
dV =— dr + — dR =- (40r + 6r2+ 20R)dr + - (20r + 40R)dR
ParaR = 18,r = 12,dR = AR = 0,01 y dr = Ar = 0,01; se tiene
dv = ~(480 + 864 + 360)(0,01) +'\J(24O + 720)(0,01) = 8,887

Por tanto, para bafiar la superficie exterior del recipiente se necesita
aproximadamente AV = 8,887r cm3 de plata.

Ejemplo 50.- Sea/(x;y) = (x34y3)Jx24 y2, ies/ diferenciable en (0; 0)?
Solucién
Por el Teorema 7 podemos ver que / es diferenciable en (0; 0) si

df{x-, df(x-,
_{ ___)-/-) (————Y )son continuas en (0;0).
ox oy

i) Como - I)lm(0 /(x,y) = 0=/(0; 0), concluimos que f es continua en (0;0)

ii) La derivada parcial de/ con respecto a x es

heGy) = — = V' ey B - Sio(xpy) * (0;0)
.0 , si (x;y) = (0;0)
3/(0; 0 f(h; 0) —/(0;0 2
ues, —( ) I?/m ( ) ( ): nm ft| R' = On
tfX h-+0 h h->0

Ahora, al utilizar coordenadas polares, se obtiene
. |IQ}0 0 li(x;y) = Iim[3r3 c0s20 4-r2eo0s 0 (e0536 4 sen39)J] =0 = /i(0; 0)

Asi, lilx; y) = —( ’y)es contiriua en (O 0)

158

DERIVADAS PARCIALES

iii) La derivada parcial de / con respecto ay es dada por

df{x\'y) I3y2ij24-y24—"4::::::- si (x:y) *=(0; 0)
H(x-y) -  — 7" -j yix2+y2
0 : si (x;y) = (0;0)
donde ﬂo__(_’_)_ im(0:7C)-7(0:0) _ TVl =
k —0 k>0 Kk k™o

En forma similar, al usar coordenadas polares se tiene
lim  H(x;y) =lim[3r3sen29 4 r2sen 9(cos3(
r-o

(*;y)->(0;0)
= H(0;0)

d/(x;y)
Luego, — 69_"_ es continua en (0; 0)

Por consiguiente, /(x; y) es diferenciable en (0; 0).

EJERCICIOS

1. Sea fix-,y) = [V~ +12/02 e<*)m> * («j»)
(0, si(xy)=(00
¢Es [ diferenciable en los puntos (0; 0), (0; 1), (1; 1)? Justifique R. no, no, si
2.- Sea la funcion
Y i O;y) % (0;0)
e* + ey + — ,81 O; ;
oy =1 iy ’
"2 : si (x;y) = (0;0)
Analice la diferenciabilidad en (x;y) = (0; 0) R. no es diferenciable

3.- Para las siguientes funciones, analice la diferenciabilidad en el punto (0;0)

Pt 2IveiE ()T
si (x;y) = (0; 0)
i*«* "si
(0 , si (x;y) = (0;0)
4 Sea lafuncién /(x;y) = -/jxyi, (x;y) £ | 2. Determine el conjunto de puntos
donde / no es diferenciable. R./ no es diferenciable en los eje X e Y.
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5.- En cada uno de los ejercicios halle df(x\y) y A/(x;y) para los valores
dados de x,y, AX y Ay.

a)/(x;y) =x2—xy 4y2,x =2y =-1L,Ax =-0,01, Ay = 0,02

b) I(*;y) = se™*y + cos(x 4—yg,x =-,y=0Ax= 2 Ay = 3n

ti

c)/(x;y) = exysen (x4 y),x = -4,y = 0,Ax = -Z—,Ay = 471

X
d)/ (x;y) X—2-j_/-y/g,x =3,y =1L,Ax =-0,1, Ay = 0,05

e)/(X;y;z) = x2—2y24 z22—xz
(x1y;2) = (2;-1; 3), (AX; Ay; Az) = (0,01;0,02; 0,03)

)/(x;y;z) =sen (x+y) - cos(x- z) 4sen(y 4 22)

ITi Ti \ ITi Ti \
(Gy;z) = -5 00, (AX Ay AZ) = (-;-;2])t)
6.- Halle el valor aproximado de las siguientes cantidades utilizando diferenciales.
a) V(5,02)2+ (11,97)2 b) V(3,02)2 + (1,99)2+ (5,97)2
c) (3,01)2+ (3,98)2+ (6,02)2+ (1,97)~1/2 R. 0,111427
d) sen 32° eos 59° R. 0,273
e) In[(1,N3+ (2,3)3]- In9 R.0,43
7.- Un envase de metal que tiene la forma de un cilindro circular recto tiene una

altura interior de 8 pulgadas, un radio interior de 3 pulgadas y un espesor de
0,2 pulgadas. Si el costo del metal que va a ser usado en su construccion
cuesta S/. 10 por pulg3, encuentre el costo aproximado del metal que se usara
en la manufactura del envase. R. S/. 1327T

8.- La gravedad especifica S de un objeto esta dada por la formula S AW

donde A es el nimero de libras de peso del objeto en el aire y W es el nimero
de libras del peso del objeto en el agua. Si el peso de un objeto en el aire es 20
libras con un posible error de 0,01 libras, y su peso en el agua es 12 libras con
un posible error de 0,02‘libras, encuentre el maximo error posible al calcular S
a partir de estas medidas. También halle el m&ximo error porcentual.

*:0(B0
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9.- Una compafifa va a manufacturar 10000 cajas de madera cerradas con
dimensiones 3 pies, 4 pies y 5 pies. El costo de ia madera que va a ser usada es
de 5 soles por pie cuadrado. Si las maquinas que se usan para cortar las piezas
de madera tienen un posible error de 0,05 pies en cada dimension, halle
aproximadamente usando la diferencial total, el maximo error posible en la
estimacion del costo de la madera. R. 120000 soles

10.- Si cada individuo y cada corporacion en la economia de un pais gasta una
proporcién x de cada sol recibido, entonces por el principio multiplicador

. . o Vv
(keynes), la cantidad de dinero generada por la infusion de y soles es ~ 1

Si y se incrementa de 1a 1,03 millones y x disminuye de 0,6 a 0,58, ;Cual es
el cambio aproximado en el monto de dinero generado?, ;aumenta o
disminuye?

11 Al medir un tridngulo se encuentra que los lados
tienen longitudes de 50 pulg. y 70 pulg. y el
angulo comprendido entre ellos es de 30°. Si
existen errores posibles de 1/2 % en la medida de
los lados y 12 grado en la del angulo. Halle el
méaximo error aproximado en la medida del area.
R. 2,5%

kT
12.- Laecuacion P = — |, donde k constante, expresa la presién P de un gas

encerrado, de volumen V y temperatura T. Calcule aproximadamente el
porcentaje de error méximo que se comete en P cuando el error en la medida
de Ty Vesde 1,4% y 0,9% respectivamente..

R. Porcentaje de error maximo de P es 0,5%

13.- Se desea embalar un televisor cuyas dimensiones son: 55 cm de largo, 40 cm
de ancho y 80 cm de altura, con un material homogéneo cuyo peso es de 1/20
gramos por cm3. Si el grosor del embalaje lateral debe ser de 5 cm mientras
que el de la base y la parte superior de 2,5 cm cada uno, use diferenciales y
calcule aproximadamente ei peso de la envoltura.

14.- Cuando un medicamento se ingiere, el tiempo T en el que hay mayor
cantidad del producto en la sangre se puede calcular en términos de la
semivida “x” del medicamento en el estomago, y la semivida “y” en la sangre.
Para farmacos comunes T esta dado por
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7, _xy(Inx-Iny)
x-y)In2
Para un medicamento en particular x = 30 min e y = 1 hora. ¢(Cuéal es el
méaximo error porcentual en el calculo de T si el error maximo en la
estimacion de las semividas es de 10%? R. 10%

15.- El radio de la base y la altura de un cono circular recto miden 6 cm y 8 cm
respectivamente, con un posible error en la medicion de 0,1 cm en cada
dimension. Utilice diferenciales para estimar el error méximo posible en el
calculo del &rea de la superficie lateral.
(Sug. Area lateral= ArVr2 + h2) R. 1,84n cm2

16.- Se tiene un cilindro circular recto metalico cuyas dimensiones son 2 metros
de altura y 1metro de radio en la base. Se desea pintar exteriormente con una
capa de pintura de 0,002 m de espesor tanto en la parte lateral, como en las
bases. Use diferenciales para estimar la cantidad de pintura que sera necesario.

R. 0,012tt m3
17.- La produccién mensual de la fabrica Sajita S.A. es

P(x;y) = 60x1/3y 1/2 unidades
donde x representa el capital invertido en miles de soles e y el trabajo medido
en horas de trabajo. En la actualidad, el capital mensual invertido es de 8000
soles y se emplean cada mes 900 horas de trabajo.
a) Calcule la produccién actual
b) Halle el aumento aproximado en la produccién de la empresa que resultd de

aumentar el capital en 2000 soles y la fuerza de trabajo en 2 horas.

R. @) 3600 unidades b) aumenta en 154 unidades.

18.- Se quiere construir una pieza mecanica de acero que tiene la forma de un
paralelepipedo recto de base cuadrada. Si al medir el lado del cuadrado de la
base y al calcular el volumen de dicha pieza mecénica se han cometido errores
de 1%y 4% respectivamente, ¢cudl es el error porcentual cometido al medir la
altura del paralelepipedo? R. 2%

19.- El ancho, el largo y la profundidad de un tanque que tiene la forma de un
paralelepipedo rectangular han sido medidos con errores de 2%, 1,5% y 2,5%
respectivamente. Estime el error porcentual méaximo al calcular el volumen de
dicho tanque. R. 6%
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3.6 REGLAS DE LA CADENA PARA UNA FUNCION DE VARIAS
VARIABLES

Recordemos que la regla de la cadena para funciones diferenciables de una
variable establece que si y = /(u) es una funcién derivable de u y u = g(x) es
una funcion derivable de x, entonces la derivada de la funcién compuesta
y = /Cg(x)) es dada por

dy dy du

dx duidx

En el siguiente Teorema consideraremos la regla de la cadena para funciones de
dos variables, donde cada una de las variables independientes es también funcion
de dos 0 més variables independientes.

Teorema 8.- Sea z = /(x; y) una funcidn diferenciable de x ey. Si x =/ (r; s)
yy —f(x) y) sontales que lasderivadasparciales de primer orden

dx dx  dy dy
dr ds dr}l/ds
funcion der y 5,y se tiene

dz dz dx dz dy
dr dx'dr +dy'dr

dz dz dx dz dy
ds dx ds dy ds

existen; entonces lafuncién / es de forma indirecta

L1 diagrama de arbol de dependencias de la figura 3.12 facilita el calculo de las
derivadas parciales dadas en las igualdades (1) y (2).

Fig. 3 12
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Teorema 9.- (Regla de la cadena general). Sea z = /Oq; ...;xn) una funcion dz dz dx dz dy
diferenciable de n variables, donde cada x, es una funcion diferenciable de ds dx'ds+ dy'ds

variables tx, ... tm, esto es, . .
Las derivadas parciales de z cpn respecto a x ey son

dx
X¢= Fi(h> =>'m)y (= Fe'nyj~n'2 existen. dz* dz  ex
— = e*lny , — = —
Entonces la funcion z = /(x X; ...; xn) es de forma indirecta funcion de t1#.. (tmy dx y dy 'y
se tiene . .
y las derivadas parciales de x ey con respecto ar y s son
dz dz dz dx2 dz dxn
dtl dxx'dtl dx2’dtx dxn dtx QX - dx 1 "d!—s y dy .
dr = ds ~ 7 dr” ds —
dz dz dxx dz dx2 dz dxn ' s ' s
dt2 dx1'dt2 dx2 dt2 dxn “dt2 Luego, al reemplazar cada una de estas derivadas parciales en la regla de la
cadena, se obtiene
dz ex es+2r
dz  dz dxx dz dx2 dz dxn Fri (e*Iny).2 H"y-s = 2es+2r.In(rs) H-------- g
dtm dx1'dtm dx2’dtm dxn dtm
b) La regla de la cadena para este caso es
dw dw dx dw dy dw dz
Corolario.- Sea z = f(xIt..#xn) una funcién diferenciable de n variables. Si dr dx'dr dy ‘dr dz "dr
cadax¢ (i = 1,2,...,n) es una funcion derivable de una Unica variable t, entonces dw dw dx dw dy dw dz
z es funcion de t y la derivada total de z con respecto at es ds dx’ds dy 'ds dz ‘'ds
dz _ dz dxx dz dx2 dz dxn Las derivadas parciales de wcon respecto a X jy z son
dt dxx’dt dx2' dt dxn' dt dw 302 dw , | dw B
— — = =+ -r- =
ax gy TR g Ty

Ejemplo 51.- Calcule, mediante la regla de la cadena las derivadas parciales que

- . L y las derivadas parciales de x,y y z con respecto ary s son
se indican a continuacion:

dz dz dx dx dy dy ~ dz 1 dz _ r
a) ar y &,siendoz =exlIn(y) x =s+2r, y=rs dr 1 ds » o dr ds " dr s' ds s2
dw dw m r Luego, al reemplazar cada una de estas derivadas parciales en la regla de la
. <l = = - = _— d 1 It
b) ar y OIS,S|endow zy +x3+y x=r2-fs, ;; —+ +5s, 2 s cadena, resulta
dZ AN = - -
c) — #siendo z = xy2—y, x =e~t, y =sent or (3x2). 2r +(2zy +1).( 1)+y2'5
3r2
Solucién =6r5-f 12r3s 4 6r524—---s-----4r -rs—1
a) La regla de la cadena para este caso es r dw .1 r\
— = (Bx2() + (2zy + 1)(1) +y2(-")

dz dz dx dz dy 3
r
=3rd446r2s + 3s2-—-r+r+1
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c) La regla de la cadena para la derivada total es A f
dz dz dx dz dy
dt  dx'dt" dy'dt y —*j
Las derivadas parciales de z con respecto axey son
d_z :ro, {2 =2*y-1

y las derivadas ordinarias de x e y con respecto at son

dx dy .

— = — , — = eos

dt dt
Luego, al reemplazar cada una de estas derivadas en la regla de la cadena,
resulta

dz
W =y2. (—e_t) 4 (2xy - 1).eost

= —e~|l sen2t 4 2e~lsenteost - eost

Ejemplo 52.- Muestre que la sustitucién x = es,y = el convierte la ecuacion

d2u\ d2u\ /du\ (du\
Kix3) ¥ J \dy2) +X\fe)+>% ) =0
d2u d2u

en la ecuacion o4 = 0,donde u = /(x;y)
Jsl+ at7

Solucién
La regla de la cadena para la funcién u = /(x; y) es

du du dx du dy du
ds dx'ds” dy'ds dx
du du dx du dy s du
dt dx’dt +dy'dt 6 dy

Al derivar cada una de estas funciones con respecto a s y t, se tiene

d2u d du du4 d (du}l 5 el duct
ds2 ds 'dx. o Aes.— (Por regla del producto)
du d2u dx d2u dy
= es.

dx Tes dx2'ds * dydx'ds
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sdu ¢2u 1 (du\  7d2u\
"dx es N A
du d du du N d (duh b 12 del broduct
<tz dt dy o T T (Por regla del producto)
du d2u dx d2u dyA

4
rdy ¢ dxdy Tdt + dy2°dt\

_ tdu+ | d2u+0 _
“ehy e dy: _X/(\Fy

Por tant d2u4_d|u_ d2u\ _/d2u\ (du\ fdu\
ortanto, g —4 dih = *2 dr)+y vw +*fc)+yfe) =0

Ejemplo 53.- Una lancha se dirige hacia el sur con una velocidad de 8 km/h y otra

hacia el este a 12 km/h. A las 16 horas, la segunda lancha pasa por el punto donde

la primera estuvo hace tres horas.

a) (Como varia la distancia entre ellas a las 15 horas?

b) ¢Como varia la distancia entre ellas a las 17 horas?

Solucidn

a) A las 15 horas, las lanchas se encuentran en los puntos Ay B (Fig. 3.13), cuya
distancia entre ellas es dada por /

z=V*2+y2

También, a las 15 horas la primera lancha se encuentraay = 16 km del punto
de cruce y la segunda a x = 12 km del punto de cruce.
Al aplicar laregla de la cadena, resulta

dz dz dx (dz dy X dx y dy
dx'dt dy'dt Jx2+yi‘‘dt Jx2+y2'dt

dx d/y .
Luego, para los datos x = 12, y = 16, — = —12 y -~ = 8, setiene

dz /12\ /16\

Por tanto, la distancia entre las lanchas disminuye a una velocidad de 0,8
km/h.



CALCULO

Fig 3 13 Fig 3 14

b) En forma similar, a las 17 horas (Fig. 3.14) x = 12 km, y =32 km y la

distancia entre las lanchas es dada por

= 4xN+ y
Luego, laregla de la cadena en este caso es
dz dz dx dz dy dx dy

4
dt  dx dt dy dt jx2+y2 dt  jx2+y 'dt

dx d
Lue”o, Eara los datos x = 12, 'Vy: 32, —. =12 v, —;/t: 8, resulta

di

dz 12 32

(12) + (8) = 11,7
dt V122+ 322 V1224 322

Por consiguiente, a las 17 horas, la distancia entre las lanchas aumenta a una

velocidad de 11,7 km/h.

Ejemplo 54.- Una piscina tiene 22 pies de ancho,

56 pies de largo, 5 pies de profundidad en un .
extremo y 12 pies en el otro extremo, siendo el

fondo un plano inclinado. Si la piscina estd °
llendndose con un caudal de 20 pies3/seg, ¢;a

qué velocidad se estd elevando el nivel de agua

cuando dicho nivel es de 7 pies en el extremo mas

profundo?

Solucién

De la figura 3.15, el volumen de agua en la piscina viene dada por

Fig. 3.15

V =7j(xy)(22) = 11xy
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La regla de la cadena en este caso es
dv  dV dx dV dy dx dy

dt T TexTat T dy ot it dt S
Por semejanza de triangulos (Fig. 3.15), se tiene

" %
Luego, al derivar con respecto a t ambos lados de la igualdad, se obtiene

1 dy 1 dx dx dy

7¢dt  56°dt  dt  dt 2
Asi, al reemplazar (2) en (1) resulta

dv d d d

- =Wy- 4 +n 7 T){ d)t/

dv
Al sustituiry = 7y — = 20 pies3/seg, se obtiene

dy

d
20 = 176(7) d)t’ 4 = 001623

Por tanto, cuando la profundidad del agua es 7 pies, el nivel del agua aumenta a

una velocidad de 0,01623 pies/seg.

Ejemplo 55.- En un instante dado, la longitud de un cateto de un triangulo es 20
pies y esta aumentando a razén de 2 pies/seg. y la longitud del otro cateto es 24
pies y esta disminuyendo a razén de 4 pies/seg. Encuentre la rapidez de cambio de
la medida del angulo agudo opuesto al cateto de longitud de 24 pies en el instante

dado.
Solucién

Sean X,y y 6 las medidas de los catetos y el angulo del tridngulo rectangulo

(Fig. 3.16). Luego, se tiene
tan 6 = ” <> 6 = arctan

I xregla de la cadena para la variable 6 es
dé6 d6 dx dO dy
dt dx' dt + dy' dt

\Y dx < dy
+

x24~y§‘ dt " x2+y2'dt

Fig. 3.16
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dx d
Al sustituir los datos x = 20,y = 24,— = 2pies/seg y _ -4 pies/ seg
en laregla de la cadena, se obtiene

d9 _ 24 A 20 128
~dt~~ 202+ 242® + 202+ 242(_4) = ~976 = _0'131

Luego, el angulo agudo 9 disminuye a una razén de 0,131 rad/seg.

Ejemplo 56.- Un filtro cénico de 18 cm de profundidad y 6 cm de radio en la
parte superior, se encuentra llena de una solucion. La solucion va pasando a un
vaso cilindrico de 3 cm de radio. Cuando la profundidad de la solucion en el filtro
es 12 cm y el radio 4 cm, su nivel estd bajando a razon de 2cm/seg y el radio va
decreciendo a razén de 2/3 cm/seg. Halle la rapidez con que estd subiendo la
solucion en el vaso, para dichas medidas.

Solucién

En la figura 3.17 se observa que el volumen de

la solucién en el filtro conico de radio r y

altura h es dado por

Vh = vcono - Vh

-1n r2h1: 571(6)2(18) - w(3)2/

3
De donde resulta
r*h
H = 24-
..27.._

Luego, la derivada total de H con respecto a t es

dH _dHdr dH dh_  2rh dr r2 dh
~dt ~ ~dr'~dt'r ~dh'~dt~ ~~27'dt~ 27 '~dt

dh dr
Al sustituir los datosr = 4, h = 12, gt - -2cm/segy -=--cm jseg
en la derivada total, resulta
dH 2(4)(12) I 2\ i 32
dt 27 va 2 g

Por tanto, la solucién en el vaso cilindrico sube a una velocidad de 32/9 cm/ses

Ejemplo 57.- Un corredor va por una pista circular de 40 metros de radio a razon
de 8 m/seg. En el centro de ésta hay una luz, la sombra del corredor se proyecta
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sobre un muro recto tangente a la pista en el punto de partida. (Con qué rapidez se
mueve la sombra cuando lleva recorrido 1/8 dé la pista?
Solucién
El arco S = AB recorrida por el atleta es dado por
S=r9
Como la sombra del corredor se proyecta sobre la
recta tangente LT, entonces se tiene (Fig. 3.18)

tan 9 = .
Luego, la distancia recorrida por la sombra del
corredor (AT = y) viene dada por
y —rtan 9 (r = 40m fijo)
La derivada total de las variables y y S con
respecto al tiempo t son

dy _dy dr dy d9

_ d9o d9
T dr dt d9 dt - tan 0 (0) + rsec29 — = rsec29 —

dt dt

dS dS dr dS d9 d9
dt dr'dt d9’dt dt

De estas dos ecuaciones, resulta

dy
- = 9_
at - T
Al sustituirlos datos 9 = 1I itud de la pista) = 2 OIS—8 /
sustituirlos datos 9 =- 0(onglu e aplsa)——o—- 4y i m /seg
. dy .
en la derivada total 0t , Se obtiene
d
Y@y = 16

Por consiguiente, la sombra del corredor se mueve sobre la recta tangente a una
rapidez de 16 m/seg.

Ejemplo 58.- Seaf: D a R 2 -+R una funcién diferenciable, tal que

/(18;0) =4y DJ(18;0) = D2(18;0) = 3

Si H(x;y;z) = f(x2—y2+z2\y2- z2+ x2), halle la ecuacion del plano
tangente a la superficie S\H(x\y,z) = 0 en el punto PO(3; ~4; 5)

Solucién
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Al consideraru = x2- y2+z2, v=y2- z2+x2y H(x\y;z) =/(u;v) =0,
se tiene

dH(x;y;z) _ d/(uy)du  df(u;y) di;
dx du dx dv dx
= DIf (u; v). 2x + D2f(u;v). 2x

dH(x\y\z) _df{u\v) du df(u;v) dv
dy du'dy dv dy

= DIf(u) v). (-2y) 4 D2f(u;i?). (2y)
dH(x;y;z) _ d/(uy)du d/(u; v) dv
dz du dz " dv dz
= DifQu; v). (22) + D2/(u; v). (- 22)
Al evaluar estas derivadas parciales en el punto PO(3; —4;5), se tiene

@45 45
dx ' dy - dz -

Por tanto, la ecuacién del plano tangente a la superficie S en el punto PO(3; —4; 5)
es

PT\36(x —3) 4 0(y 4 4) 40(z—5) « Pr:x=3

Ejemplo 59.- Sea f una funcién diferenciable, tal que

1(2;2) = 2, 2) =-2 yD2(2;2) =4

Si5-W =/(x;/(x;/(x;x))), halle fif(2) y £'(2).
Solucién
)0(2) =1(2;1(2;/(2;2)) =1(2;/(2;2)) =1(2;2) = 2

ii) Al considerar v(x) =f(x;x), u(x) =f(x;v(x)) y g(x) =f(x;u(x)), se
tiene

9'(x) = DV(x;u(x)).1 + D2 (x;u(x)).u'(x)

DIf (x;u(x)) + D2f(x;u(x))[DYV(x;v(x)) + D2f(x;v(x)).v'(X)]j

DV (x; u(x)) + D2f(x\u(x))D If(x-, v(x)) +

+D2f (x;u(x))D2A (x;r(x))[Da/(x; *) + £2(x: *)]

Luego, al evaluar en x = 2 resulta
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t/(2) = -2 + 4[-2 + 4[—2+ 4]] = 22

ldw\2  /dw\2

Ejemplo 60.- Transforme la ecuacion = 0, al tomar como

variables independientes ar = Jx2+ y2y 0 = arctan

Solucién

El diagrama de arbol de dependencias se muestra e

cadena para w viene dada por
~X

/ /48 < ¥
w ”
e )

dw dw dr dw d6
dxdr "dx + d6 'dx

dw / X\ dw/ y\
dr vr' d6\ r2

dw dwdr dw do0

dy drdy” dédy j

dw /y\  dw /x\ Fig 319
dr dé Vvr2'
] ) dw dw )
Al sumar los cuadrados de las derivadas parciales I y i , e obtiene

Por tanto, la ecuacion resultante es

3.7 DERIVACION IMPLICITA

Se dice que la ecuacion
Fy:z) =0 (%)
define en forma implicita a la funcién /: D ¢ IR2 R, si al sustituir z = /(X; yj
en la ecuacion (*), ésta se reduce a una identidad, esto es,
F(x- y:/(x;y)) = 0, V(x;y)6 D
Por ejemplo, la ecuacion
F(x;y;z) = 3x2+ 4y24 z22—12 =0
representa en forma implicita a las funciones
[ =1(x;y) =712 - 3x2- 4y2y z = g(x\y) = 12 - 3x2 4y?2
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Icoitimii de I» Funcidn Implicita 10.- Sea F: bc¢ Rn+1 ™ una funcion real
ilc n -f 1variables tal que:
i) ..xn;z) =0 *)
dii)(F )tiene derivadas parciales continuas en la vecindad del punto P(x,- = m)
F(P

Entonces la ecuacién (*) representa a z en forma implicita como funcién de
Xj; ...;xn, esto es, z = f(xx\...;xn) y para P(Xj; ...;xn;z) e D, se tiene

dF(xi;...;xn;z)
dz _ a/(xi;...;xw) axj
dxi <X- F(xi;..;xn;z) |1 ~ 12... n
dz

dzdz
Ejemplo 61.- Halle — y — ,siz = /(x; y) satisface la ecuacién

Xy2+yz24234x3- 4=0
Solucién
Sea F(x;y;z) = xv24yz24234x3- 4=0
Las derivadas parciales de F con respecto ax,y y z son

dF 0

. dF dF
- =yA+3Xi — =2xy+z2  — = 2yz + 322

Luego, al reemplazar cada una de estas derivadas en la forma de la derivacion
implicita, se tiene

dF

[=X
1

y2+ 3x2
<X 2yz + 3z2
dz
d=_
dz ~ dy 2xy 4-22

Sy F 2yz 4 3z2
dz

Ejemplo 62.- si u, v son funciones de x e y definidas implicitamente en alguna
region del plano XY por las ecuaciones

usenv 4x2=20
ueosv—y2—0

du du
HalleE=y— - x— 4u

" + X2 / 42é%0
X JR— -
dy dx \y X

DERIVADAS PARCIALES

Solucioén
Al derivar en forma implicita ambas ecuaciones con respecto a X, se tiene

(du dv

— senv4ueosv— 42x=0
dx dx

du dv_O
Vv Weosv—u sen v I

du dv
Luego, por laregla de Cramer las variables — y — vienen dadas por

1—2X ucosv

du 1o —usenv | 2xusenv
. = —2X senv
dx Isenv ucosv i —u(sen2v +cos2v)
Icosv. —usenv |
\senv —2x1 )
dv  jeosv 0 1 2xcost’

dx —u u
En forma similar, se obtiene
d oy cosqy y SV Ayseny
dy dy
Las derivadas parciales de segundo orden son:

2e0sv —2x sen v,g“—,gxcosi;.qu:

d2v xJ
dx2
2U eosV 4- 8x2sen v eos vV
d2v u Bsenv 4Qyeos vV - Eysenv.d)‘I
dy2

2usenv —8y2sen v eosvV
u

Luego, al sustituir estas derivadas parciales en la expresion de F, se obtiene

E - du du4 dv
_y-dglmx_dx T a axdo

+ 600 = 600

Ejemplo 63.- Si/(x - z;y —z) = 0 define en forma implicita a z como funcién

dz dz

d halle — + —
exey, aedx+dy
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Solucion
Al considerara =x —z y b =y —z, se tiene

F(x;y;z) =f(a\b) =0

Luego, al aplicar la regla de la cadena y la
férmula de la derivacion implicita, se tiene
dF _dF da _dF _ df
dx da‘'dx da da
dF _ dF da dF db _dF _ df
dy da'dy+ db'dy db db
dF _dF da dF db _ dF dF _ _ dj__dj_
dz da'dz " db'dz da db da db
dF d_ ?1 df
— — dx _da dz ~ M dy _

dx © dF _~ df .dE Jdy~ W~dF_,d¢
dz da T db dz da db

o dz dz
Por consiguiente, — 4 — =1

Ejemplo 64.- Si z + exsen (y 4 z) - 1= 0 define a z en forma implicita como

d2z ti
i — — enel punto (0;-; 0
funcion de x ey, halle dydx punto ( 5 )

Solucion

Sea F(X;y;z) = z4-exsen (y42z)- 1= 0. Luego, al aplicar las férmulas de
derivacion implicita, se tiene

dF
dz A e*sen (y 4-2) dz dy _ excos (y 4 z)
dx ~ dF ~ 14 excos(y 4-z) 'dy ~ dF 1+ e*cos(y 4 2)
dz dz
E = d2z
~ dydx

d
e*[cos(y 4 z) 4 excos2(y 42z)] M 4 4-e2xsen2(y 42) |l 4 d;
[1 4 e* cos(y 4 2)]2

Al evaluar la derivada parcial de segundo orden en el punto PO (O; —; oj , resulta
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d2z

dydx
(o-f-0) "

EJERCICIOS

1- En los siguientes ejercicios, obtenga las derivadas parciales indicadas al usar la
regla de la cadena.

a)u = (yz) , x = esH _59+ 3st, z = sent du’ du
- y ' - ’ y —9¢ ’ - vdsldt
dz
b)z = In(x24-y2) 4yjx24y2 x=-eleost, y =etsent, "
Rdz—24 f
i e j
dz

c)z = xexy, x —t—3, y =ec ], m
d)u = 2x2—yz 4 xz2, x = 2sent, y =t2—t4-1, z = 3e_t,

du

— ent=0 pP. 24

dt

_ 3y 4 o B . u du
e)u = aresen (3x 4y), x =r¢ex, y =sen(rs)'r TR
; h/y\ ) 6 du du

= =), X =2r¢ =6ser; — —
Ju cos - ), ¢S,y =6ser; o 0

s X g wmrass—ty=r—asea o WL
Y T e R TARr A
h = =arct t = 3 4 5sf); du- dudu
) u =xe y,x=arctan(rst), y =cos(3rs SE); o d< of

2.- En los siguientesejercicios,suponga que w es una funcién de todas las otras
variables. Halle las derivadas parciales indicadas en cada caso.
« 0 N _ dw dw
a) 3x24-2y24 6w —x 4y = 12, i Ey
dw dw
dx * dy
dw dw

7 7 7
"o X"W - 2 ., 4 -0 aw
c) x"v—x"w Xy YWz 4 w dx dy

0
b)x2- 2x¥4 2xw 4 3y24 w3= 21,

3.- Suponga que /(x;y) = y que g,h son funciones tales que g(2) = 3,
g’(2) = 4,ft(2) = 5,h’(2) = 6; Halle F'(2) si: F(t) = f(g(t)\h(t))
R. 3Qels
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4.- Si /(r; 5) es diferenciable en (0;0) y Dx/ (0; 0) = 2,D2f (0; 0) = 3y 0(u; V)
es diferenciable en (0; 0), 0(0; 0) = 0,0U4G; 0) = 7,0y(0; 0) = 9.
Seag(u; v) =/(0(u; v);u). Calcule gu(0;0) y <7Y0; 0)
R. gu(0; 0) = 17, fiiv(0;0) = 18

du uD1f(xu',y)

5.- Dado u = /(xu;y) demuestre que: x| - xDIf(xic.y)

) ) d2z d2z
6.- Si z=0(y + ax) + i/l/(y - ax), demuestre az =0
7-Siz=/(x;y), X =reos6,y =r sen 0, demuestre que

/dz\2 1 /dz\2_ I"z\ 2
Vdr/ + r2\d#/ vdx/ "~ Vdy/

. d2u d2u
8.-Si u = ex_atcos(x - at), pruebe que =a j

9.- Dado z = u(x; y)eax+by, donde u(x; y) es una funcion de x ey tal que

------- = 0, (a, b constantes). Halle los valores de a 'y b que hacen que la
xay

., d2z dz dz 0 R 5 L
expresion — ---—-—---———- — +2z = . a=b=
P dxcly dx ay
) dw dw
10- Siw=/(x"-y;y - x2),pruebequey— +x— =0
Ix + y\
11.- Unafuncion u es definida poruna ecuacién de laformau = xyf
Prueb tisface | i6 au du—G" hall
ruebe alue u satisface la ecuacion x Y Ty (x; yju y halle
G(x;y). R. G(x\y) = x-y
. . fdF\2 fdF\2
12.- Una cierta funcion F(x; y) es tal que J = 2iV(x;y)
El cambio de variable x = uv, y = - (u2- i;2) transforma la funcién
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F(x;y) en una funcién de u y v. Determine los valores de las constantes ay b
(8F\2 , (BF\2 , 1, 1
taleSqUealU =U +V U0~2“b= 2

13.- Un lado de un rectdngulo de x = 20 m, aumenta con una velocidad de 5
m/seg? el otro lado de y = 30 m, disminuye con una velocidad de 4 m/seg.
¢Con qué velocidad variara el perimetro y el area de dicho rectangulo?

R. Perimetro 2 m/seg, area 70 m 2/ seg

14.- El radio de una esfera disminuye a razon jce 2 cm/seg y el radio de la base de
un cono recto, inscrito en dicha esfera, aumenta a razén de 1 cm/seg. Calcule
la rapidez con que varia el volumen del cono cuando el radio de la esfera es

dv

de 10 cm y radio de la base del cono 6 cm. R T 9n

15.- Una cantidad de gas obedece a la ley de un gas ideal PV = 127, y el gas esta
en un recipiente que es calentado a una rapidez de 3o por seg. Si en el instante
cuando la temperatura es 300°, la presion es 6 lib/pulg2 y esta
disminuyendo a la rapidez de 0,1 lib /pulg?2 por segundo, halle la rapidez de
cambio del volumen en ese instante. R. Crece a razén de 16 puig3/seg
Nota: P es la presion, V el volumen, T la temperatura.

16.- En un instante t, medido en minutos, una chinche sobre el plano XY esta en
el punto (x;y), donde las distancias se miden en pies. La temperatura en
(x;y) es z = T(x;y) = e“**2y grados. Cuando la chinche estd en el punto
(0;0) se mueve hacia el este a una velocidad de 2 pies/min. y hacia el norte a 3
pies/min. Desde el punto de vista de la chinche, ;con qué rapidez estd
cambiando la temperatura del suelo? R. —8 °C/min.

17.- Un dep6sito en forma de un cono invertido, tiene una altura de 10 m y una
base de 10 m de didmetro. Si el depdsito esta llenandose de agua a razon de
2m3/ seg, ¢a qué velocidad se esta elevando el nivel de agua cuando el nivel
se encuentra a 3 m de la parte superior del deposito?

8

Re ~l¢m/se9

18.- Uno de los lados de un paralelogramo esta aumentando a razén de 10 cm/seg.
y uno de los adyacentes esta disminuyendo a razén de 5 cm/seg, mientras que
el angulo comprendido esta aumentando a razén de 20/ seg. Determine como
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y con qué rapidez estd variando el area del paralelogramo en el momento en
que tales lados miden 2,40 m y 150 m respectivamente, si el angulo
comprendido es 60°.

19.- Una piscina tiene 30 pies de ancho, 40 pies de largo, 3 pies de profundidad en

un extremo y 8 pies en el otro extremo, siendo el fondo un plano inclinado. Si
la piscina esta llenandose con un caudal de 40 pies3/seg, ¢a qué velocidad
se est4 elevando el nivel de agua cuando dicho nivel es de 8 pies en el extremo
mas profundo? R. 1/30 pies/seg

20.- El auto A se desplaza hacia el norte por una carretera y el auto B viaja hacia

el oeste por otra carretera, cada uno se aproxima al cruce de estas carreteras.
En cierto momento, el auto A estd a 15 km del cruce y viaja a 90 km/h,
mientras que el auto B estd a 2,5 km del cruce y viaja a 60 km/h ;Cual es la
razén de cambio de la distancia entre los autos en ese momento?

21.- El radio de un cilindro circular se incrementa a razén de 6 centimetros por

minuto, y la altura decrece a razén de 4 centimetros por minuto. ;Cudl es 'a
velocidad con la que cambian el volumen y el area cuando el radio mide 12
cmy la altura 36 cm?

dv . ds ]
R. — =46087TCHid/min ; — = 624ttcm | min
dt 1 dt

22.- En un triangulo ABC considere los lados AB y AC y el angulo 0 que ellos

forman. Suponga que el lado AB aumenta a 1/16 cm/min, el lado AC
disminuye a 1/16 cm/min y que el a&ngulo 6 aumenta a 0,02 rad/min.
Determine la velocidad con la que varia el area del tridngulo cuando AB mide
3cm, AC mide 4 cmy el angulo 6 mide n jArad.
ds 121 7.
. — = ——V2cm [ min
dt 1600 '

23.- El trigo que cae del orificio del fondo de un gran depdsito va formando, sobre

elterreno, un montén en forma de un cono circular recto. La altura del cono
mide 5 metros y aumenta a raz6n de 50 cm en cada minuto. El radio de !a base
mide 3 metros y aumenta a razén de 50 cm cada minuto. Halle la variacion del

volumen que se experimenta en la unidad de tiempo.

13n .
R. ——m { min
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24.- La utilidad “U” de una empresa que fabrica y vende un Unico producto

25.

26.

21

1-

depende del precio de venta up” (en dolares) de dicho producto y del gasto en
publicidad “g” (en dolares) para promocionar el producto.

2 2
La ecuacién alue relaciona las variables anteriores es U = P-z ------ 1p (—?6--1—-1-%-66

Por otro lado y “g” dependen del nimero Kx” de unidades producidas
mediante las reglas de correspondencia p = /i(x) y g = H(x).
Adicionalmente, se sabe que h\1000) = 1; /i(1000) = 40; H’(1000) = 2

y H(1000) = 5000.
. du
Calcule e interprete dx evaluado en x = 1000.

R. La utilidad de la empresa aumenta a una razén de $ 9,2 por unidad
producida.

- La altura de un tridngulo disminuye a razén de 2cm/seg, mientras que el &rea

del mismo disminuye a razon de 3cm2/seg ¢A qué velocidad cambia la base
del tridngulo cuando la altura mide 20 cm y el area 180 cm2? R. 15 cm/seg

- Si laecuacion f(x2—y24 z2;y2—x24 z2) = 0 define a z implicitamente

B ldz 1 dz
como funcion de x ey, halle w = - . — +
X dx 'y oy

- Sea la funcion z = /(x; y) dada por la ecuacion
sen (x -fz) 4sen (x4y) =1
¢Para qué valor de la constante a en el punto (#; n /2; tt) se verifica la
d2z d2z (dz dz\

ecuacion XE((, + Z(ﬂ/’: = «\%—y———— &)) ? R a=2t

EJERCICIOS DE DISCUSION

Verdadero o Falso
Si z = /(x;y) es una funcién con derivadas parciales continuas hasta el 2do.
orden, y ademas x = 14 2t, y = 3 —t entonces.

d2z d2z d2z dZ
dt2 ~dx2 "dxdy” dy2
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2.- Considere que la funcion z = /(x;y) y las funciones £>i/(x;y), D2f(x;y),
D12f (x>y) y D2if(x;y) son continuas en unaregion D ¢ R2
y ademaés satisface D11f (x,y) = D22f(x\y)
d2z

Six=r+s, = r —s, entonces = -2
y dsdr

ryz

J el dt,entonces V/(4;2;0) = (0;0; - 2)

du

du du
4- Siu=0(xz+ + 7%, entonces vz —-2Xz-— k' xy— =1
( y ) dx oy y 0z

5.- El éanguloque forman en su interseccion la esfera x2+y2+z2= 1y el
planoy = x es igual an /3.

6.- Si el planodado por3(x —1) -f5(y 4 1) + 7(z - 2) = 0 es tangente a la
superficie F(x;y;z) =0 en (1;—L; 2),entonces DI1F(1; —1; 2) = 3,
D2F(1;—1;2) =5y D3F(1,—,2) =7

R. VFVFFF
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APLICACIONES DE

DERIVADAS PARCIALES

MAXIMOS Y MINIMOS DE UNA FUNCION
DE VARIAS VARIABLES

En muchos campos del conocimiento humano (estadistica, biologia, ingenieria
industrial, etc.), con cierta frecuencia hay la necesidad de resolver problemas de
optimizacién a través de los poderosos conceptos de maximos y minimos del
calculo diferencial.

Para resolver los problemas a partir de la informacion dada por el conjunto de
datos, en primer lugar, se busca un modelo matematico que se ajusta al
comportamiento de los datos. Si el modelo matematico contiene varias variables,
es necesario identificar en forma clara las condiciones del problema que aporten
suficientes relaciones entre las variables.

Vamos a empezar el capitulo presentando la definicion de maximos y minimos
relativos de una funcion de n variables. Luego, se estableceran criterios para
determinar los puntos donde la funcion tiene un maximo o un minimo relativo.

41 MAXIMOS Y MINIMOS
Seaf: D a R n ->R una funcién definida en el conjunto abierto D.

Definicion 1.- Se dice que / presenta un maximo absoluto en el punto PO G
si /(P) </(P0),VP 6 D, en tal caso /(P0) se denomina valor
méaximo absoluto de /.

Definicion 2.- Se dice que / presenta un minimo absoluto en el punto Q0 E Df,

si /((?0) ™ f(Q)>VQ e D, en tal caso /(Qo) se denomina valor
minimo absoluto de /.

Observacion 1.-

a) Un punto P E D se llama punto extremo, si P corresponde a un maximo o
minimo. Asi, /(P) se denomina valor extremo de /.

b) Como en el caso de funciones de una variable real, no toda funcién tiene
méximo o minimo absoluto.

Ejemplo 1.- La funcion z = /O ;y) =x2+ (y - |)2 definida en el conjunto
D = R2tiene un minimo absoluto en Q0(0; 1) y no presenta maximo absoluto.
(Fig. 4.1)
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Ejemplo 2.- La funcién z =/(x;y) =2 —x2—(y —2)¢ alcanza su valor
méaximo en PO(0; 2) y no tiene minimo absoluto (Fig. 4.2)

. - tyjl — X2 — -
Ejemplo 3.- La funcién /(x;y) con dominio
D={(x;y) ER2/ x2+y2< 1Ay > 0] no tiene maximo ni minimo, pues
para 0 fijo se tiene lim /(x; y) = oo segin seax > 06x < 0
y-*o+

respectivamente.

Teorema 1.- Sea D ¢ Rn un conjunto cerrado y acotado, y sea

/: D ¢ R una funcién continua en D. Entonces, existe al menos un punto en D
donde / tiene un valor maximo absoluto, y al menos un punto en D donde /
tiene un valor minimo absoluto.

Ejemplo 4.- La funcion
|
10;y) < Y

es continua en el conjunto cerrado y acotado
f X2
D=10;y) ER2/ —+y2<1

El valor maximo absoluto de / ocurre en el
punto (0;0), y su valor minimo absoluto ocurre

APLICACIONES DE DERIVADAS PARCIALES

Definicion 3.- Se dice que una funcion definida en el conjunto
abierto D presenta un maximo relativo o local en el punto PO E D, si existe una
bola abierta B(P0;s)f\ ¢ Dt(e > 0), tal que

[(P)</(PO0), VPEB(PGE)
en tal caso /(P 0) se llama valor méximo relativo o local de /.
Definicion 4.- Se.dice que una funcion /: D ¢ Mh -> R definida en el conjunto

abierto D presenta un minimo relativo o local en el punto Q0 E D, si existe una
bola abierta B(Q0)0), (S > 0), tal que

f(Qo)<f(Q).VQEB(QO0;0)

en tal caso f(QO) se llama valor minimo relativo o local de /.

Observacién 2.- Un punto PO E D es un punto de extremo relativo o local, si PO
corresponde a un maximo o minimo relativo de la funcién /.

Teorema 2.- Si la funcién /: D ¢ Rn -» R definida en el conjunto abierto D

df
presenta un extremo relativo en POED y oxk (PO), (c = 1,2,..., n) existen,

entonces ~-(P0) = 0,Vlc= 1,23, ...,n.
°xk

Demostracion.- Supongamos que / presenta un méaximo relativo en PO E D,
entonces existe una bola abierta £(P0;8) ¢ D tal que

/(P)</(P0), VP GB(PO0;S)
Luego, parah >0y PO+ huk E £(P0;5), donde ik = (0; ...; 1; 0: ... 0), se tiene

/(PO + huk) < /(PO0)y esto implica que: N—---<0

Bor tanto Jim/(P(H/iSfC)'/(P 0)><A0
" -0+ h

Ln forma similar, si h < 0, resulta /ii_%q_/(PoJ““Ur‘:C) PO,

Como d-gg(%f) existé, entbnees se tiene
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df (P f(Po + hiik) - f (P
AP i SN TP Oy,
OXk h h-0~

Vit=1,2,...n

/(PO+ huk) - 1(PO)_
: =

l

Asi, los valores extremos de una funcion /: D ¢ ML-> R definidas en el conjunto
abierto D pueden ocurrir en puntos donde las primeras derivadas parciales de /
son ceros.

Definicién 5.- (Punto critico) Sea /: D ¢ Rn >R una funcion definida en el
conjunto abierto D.

Se dice que un punto PO E D (punto interior de D) es un punto critico de la grafica
de/ si:

. . df(Po) . df (PO) . .
i) Existen ———,i=12,...,n y —=—=-=0,Vi = 1,2,... #n 0 bien
dx, dXi
.. df(P
ii) df(Pp) i= 1,2,...., no existen.
dx.

Ejemplo 5.- Sea la funcion
/(x;y) = xy(3 - x —y) definida en el conjunto
D={(x;y)EI2/ x>0y >0;x4y< 3}

(Fig. 4.4)
Esta funcion tiene un Gnico punto critico en D.
obtenido al resolver las ecuaciones

df(x;y) _
dx =3y- 2xy—y —0
df(x
(9y) 3y —2xv —y 2 —0
dy

que es el punto PO(l; 1)

Observacion 3.- El teorema anterior afirma que una condicién necesaria para que
una funcién /: D ¢ Rn -> R tenga un extremo relativo en un punto PO E D, donde
sus primeras derivadas parciales existen, es que ese punto sea un punto critico.
Pero este teorema no es suficiente para estudiar el problema de la existencia de los
valores extremos de la funcion.
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Observacién 4.- Un punto critico de la grafica de la funcién /: D ¢ Rn -> R que
no corresponde a un valor maximo o valor minimo relativo, se denomina punto de
silla o ensilladura.

Ejemplo 6.- La funcién z = /(x;y) =y2- x2 (paraboloide hiperbdlico) tiene

. . dy dy _
derivadas parciales ol —2X, T 2y
que seanulanenx =y = 0
Sin embargo, la funcién no tiene maximo ni minimo
en este punto (0;0). En efecto, esta funcién es cero
en el origen, mientras que en la vecindad inmediata
de este punto toma valorea positivos como negativos,
es decir, (0; 0)es un punto critico tipo silla (Fig. 4.5).

MATRIZ HESSIANA DE UNA FUNCION DE VARIAS VARIABLES

Definicion 6.- Sea /: D ¢ Rn -> R wuna funcion de n variables con dominio el
conjunto abierto D tal que /*.(P) y fXiXj(P) existen Vi,; = 1,2,..,ny VP ED
Se denomina matriz hessiana de la funcién / en el punto P E D, a la matriz dada
por

fxnx¢P)  fxnx¢ P) ... fxnxn (P)

Ejemplo 7.- Halle la matriz hessiana de las siguientes funciones:
a)/(X;y) =x3+y3- 9xy 44 b)g(x\y;z) =x2+y2+22- xy 42z

Solucioén
a) Las derivadas parciales de primer orden y de segundo orden de / son

fx(x-y) = 3x2- 9y, fxx(x;y) = 6x, fxy(x;y) =-9
fy(x;y) = 3y2- 9x, fyx(x;y) = -9, fyy(x\y) = 6y

Luego, la matriz hessiana de / es

fxXAx-.y) fxy(x:y) 6Xx -9
W(/(x;y)> = , 9 6
fyx(x-.y) - fyy(xsy) oy, Y. 2x2
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b) Las derivadas parciales de primer orden y de segundo orden de g son:

rgx(x-,y,z) = 2x-y, gxx(x;y;z) =2, gxy(x;y;z) = -1, gxz(x\y,z)
\gy(x;y;z) =2y - x, gyx(x\y,z) = -1, gyy(x;y.z) =2, @yz(X;y;2)
gz(x;y;z) = 2z + 2, g2X(x;y;z) =0, @y(xy;z) =0 £zz(x;y;z) = 2

Luego, la matriz hessiana de g es

2 .10
gx;v;z) = -12 0
0 0 2Jus

Observacion 5.- Los menores principales de la matriz hessiana //(/(P)) dada en

la definicion 6 son los determinantes dados por
= fXIXI(P)

fXIXI(P)  fXIX2(P)
fX2XI(P)  fX2X2(P)

fXIXI(P) fXIX2(P) 4*3 CP)
VB(/(P)) = won  FX2X3(p)
fx3xi(p) W p)

AwtO’) W p) -
/[~O 5 JW p) -
wn(/(P)) =

fxnXI(P)  fxnx2(P) fxnxJP)

APLICACIONES DE DERIVADAS PARCIALES

CRITERIO DE LAS SEGUNDAS DERIVADAS PARCIALES PARA
CALCULAR LOS EXTREMOS RELATIVOS

Teorema 3.- Sea f:D ¢ IR -> R una funcion de n variables con dominio el
conjunto abierto D ¢ M, tal que fXi(P) y fxiXj(P) existen Vi,j = 1,2,...,n
y VP G D. Sea PO G D un punto critico de la gréfica de /, entonces se tiene:

a) Si la matriz hessiana //(/(P 0)) es definida positiva, esto es, H1(f(P0)) > 0,
W2(/(P0)) > 0,...,Hn{f(P0O)) > o. entonces /(P0) es un valor minimo
relativo de /.

b) Si la matriz hessiana //(/(P 0)) es definida negativa, esto es, //i(/(P0)) < 0,
W2(/(Po)) > 0, H3(/(P0)) < 0,WK/(PO)) > 0,..., y asi sucesivamente
(es decir, los menores principales de orden impar son negativas y los de
orden par positivos), entonces /(P 0) es un valor maximo relativo de f .

c) Si no se cumple ninguna de las dos primeras condiciones y Hn(f(P0)) ~ 0,
entonces el punto critico PO corresponde a un punto de silla de la grafica de
/m

d) Si no se cumple ninguna de las dos primeras condiciones y f/n(/'(P0)) = 0
, entonces nada se puede concluir con respecto al punto critico PO; puede
corresponder a un extremo relativo, a un punto de silla o ninguna de estas
caracteristicas.

Ejemplo 8.- Halle los extremos relativos de

Sol

[(*;y)=x4+y4
ucion

Las derivadas parciales de primer orden de f

son

fxix-.y) = 4x3y fy(x;y) = 4y3
Luego, fx(x;y) =0 y ly(x;y) =0 si

x=0yy=0
Asi, PO(0; 0) es un punto critico de la grafica
de /.
Ahora, la matriz hessiana de/ es
. _ fxx(x-yo fxy(x;yi 12x2 0
WGay)) = fyAx-.y) fyyix;y) 0 12y2,

Como los menores principales de la matriz hessiana en el punto PO(0; 0) son
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Wi(/(0;0)) = 0y W(/(0;0)) =|° °[=0
entonces no se puede concluir nada con respecto al punto critico PO(0; 0).

Sin embargo, la grafica de la funcion / (Fig. 4.6) indica que PO(0O; 0) corresponde
a un minimo relativo de / y/(O; 0) = 0 es el valor minimo relativo.

Ejemplo 9.- Determine los extremos relativos de

/(x;y) = x3+y3+ 9x2- 3y2+ 15x - 9y + 20
Solucidn
Las derivadas parciales de primer orden de / son

/*(x;y) = 3x2+ 18x + 15 = 3(x + I)(x + 5)
fy(x;y) =3y2- 6y - 9=3(y + )(y - 3)

Al igualar a cero estas derivadas parciales, se obtiene los puntos criticos
Pi(—i; -1), P2(-1; 3), P3(—5; -1) y P4(-5; 3)
La matriz hessiana de fen un punto genérico (x;y) es
fxx(x;y)  fxy(x'.y) 6x + 18 0

WIGy)) fyx(x-,y) fyy(x\y) 0 6y - 6

Para el punto Px(—L; —1), se tiene

«Crc-l:- 1)) - [V _°12]
y como 1,y =12>0vy [/I12(/(—;—1)) = —144 < 0, entonces
PO corresponde a un punto de silla. El punto de silla de la grafica de / es
(?(—L; ;1 (—,—-1) = <?2(-1;-1;18)
Para el punto P2(—; 3), se obtiene
H({/C-1:3» = 2]

y como Hx(/(—;3)) =12>0 y [//2(/(—1;3)) = 144 > 0, entonces P2
corresponde a un minimo relativo. El valor minimo relativo es / (—; 3) = —14
Para el punto P3(—5; —1). resulta

H/(S5-b=P2 R
y como H1(/(—b; —1)) = -12 <0 y W2(/(-5;-1) = 144 > 0, entonces P3
corresponde a un maximo relativo.
El valor méaximo relativo de / es/(—5; —1) = 50
Para el punto P4(—5; 3), se tiene

-12°0
2]
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y como H1(/(—5;3)) =-12 <0 y /12(/(-5:3)) = -144 < 0, entonces P4
corresponde a un punto de silla. El punto de silla de la gréafica de/ es
<2(-5; 3;/(-5; 3)) = Q(-5; 3, 18)

Ejemplo 10.- Halle los extremos relativos de
/(X;y;2) = x3Fy3+23- 3xy- 322+ 2
Solucién
Las derivadas parciales de primer orden de / son
fx(x\y,z) = 3x2- 3y = 3(x2- vy)
fy(x;y;z) = 3y2- 3x = 3(y2- x)
INX;y;z) = 322—62 = 3z(z —2)
Al igualar a cero estas derivadas parciales y resolver, se obtiene los puntos
criticos P1(0;0;0),P2(0;0; 2), P3(1;1;0) y P4(l;1;2)
La matriz hessiana de / en un punto genérico (X;y; z) es
6x —3 0
W(/(x;y;z)) = -3 6y 0
LO 0 6z-6

Para el punto Px(0; 0; 0) , la matriz hessiana de / es

0o -3
H(/(0;0;0)) = -3 0
0 0
y como tfa(/(0;0;0)) = 0, H2(f{0;0;0)) = y tf3(/(0:0:0)) = 54;

entonces Pa corresponde a un punto de silla.
Para el punto P2(0; 0; 2), se tiene

0 -3
W(/(0;0;2)) = -3 0
0 0

y como H1(/(0; 0;0)) = 0, W2(/(0; 0;0)) = -9 'y tf3(/(0;0;0)) = -54;
entonces P2 corresponde a un punto de silla.
Para el punto P3(l; 1; 0), se obtiene

30
11(/(1;1;0)) = -3 6 0
0 0 -8

ycomo //i(/(l; 1;0)) =6 >0, //2(/(l; 1;0)) —27 >0 vy
/13(/(P3)) = -162 < 0, entonces P3 corresponde a un punto de silla.
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Para el punto P4(1; 1; 2), se obtiene

6 -3 0
1(/1(1;1;2)) = -3 6 0
0 0 6

y como H1(/(I; 1;2)) =6 > 0,//12(/(I; 1;2)) =27>0y
H3(/(P4)) = 162 > 0, entonces P4 corresponde a un minimo relativo. El valor
minimo relativo de / es/(Il; 1;2) = —3.

Ejemplo 11.- Halle los extremos relativos de la funcién
JXHy+z

fGy.2) = (1 + ex)(ex + ey)(ey +ez)(l +ez)

Solucion
Al aplicar la regla del producto, las derivadas parciales de primer orden de / son

fx(xy;z) =10, y;2) - ¥i2) - ¥V l00yi2) (D)

+ e>

fy(xy:z) =1xiysz) g, W TGY.2) - ey +eg [(X5Y.2) (2

3

I(x;y;2) - _e-—-/(x; Yy Z) - 1—i—e—zll\(x; y;z) .. (3)

1z(x;y; z)

Como /(x;y;z) ™ 0,V(X;y;z) G entonces al igualar a cero y resolver las

ecuaciones (1), (2) y (3) se obtienen respectivamente,
y=2X,2y=X+zyy=2z

Luego, al resolver estas ecuaciones se obtiene el Gnico punto critico Px(0; 0; 0)

Para el punto P2(0; 0; 0) la matriz hessiana de / es

1 1
~32 64
1 1 1
W (/(0;0;0)) =
g ) 64 ~32 64
0 1 1
64 _ 32
ycomoW1(/(0;0;0)) = - ~ < 0, tf2(/(0;0;0)) = ~ >0y
W8(/(0;0;0)) = — < 0, entonces Pj corresponde a un maximo relativo.

Por tanto, el valor maximo relativo de/ es/(0; 0; 0) = T
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Ejemplo 12.- Una caja rectangular cerrada con un volumen de 16 m3 se
construye con dos clases de material. La parte superior e inferior se hace con un
material que cuesta 10 dolares el metro cuadrado; los lados, con un material que
cuesta 5 délares el metro cuadrado. Calcule las dimensiones de la caja para que el
costo sea minimo.

Solucién

Sean X,y y z las dimensiones de la caja

rectangular (Fig. 4.7).

Como hay dos lados de area xy, dos lados de

areayz y dos lados de area xz; el costo C del

material para construir la caja es

C = 10(2xy) + 5(2yz) + 5(2xz)
= 20xy + 10yz + 10xz
Dado que el volumen de la caja debe ser de

16 m 3, se tiene

16
V=xvz=16=7=—
Xy

Luego, al reemplazar la expresion de z en la del costo se obtiene

160 160
C(x;y) = 20xy + 4-y- x>0,y >0

Las derivadas parciales de primer orden de la funcién costo son
160 160
&(xiy) =20y ——r1 'y QyOiy) = 20x y T
Al igualar a cero estas derivadas parciales, se obtiene
fx2y = 8
Ixy2= 8
Al resolver estas ecuaciones, se obtiene el punto critico Px(2; 2)
La matriz hessiana del costo C en un punto genérico (X;y) es

r320
% 20
W(C(x;y)) = 320
20
y3
Para el punto critico Pi(2; 2), resulta
_ 40 20
H{C(2\ 2)) = 20 40]

y como WL(C(2;2)) =40>0
corresponde a un minimo de C.

W2(C(2;2)) = 1200 > 0, entonces I\
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Por tanto, las dimensiones de la caja de costo minimo son: base x = 2m,
y =2m yalturaz = 4 m. El costo minimo es C(2; 2) = $ 240

Ejemplo 13.- Un fabricante que posee derechos exclusivos sobre una nueva y
completa maquinaria industrial planea vender una cantidad limitada de las
maquinas tanto a empresas nacionales como extranjeras. El precio que el
fabricante espera fijar a las maquinas dependerd del nimero de maquinas
disponibles. (Por ejemplo, si s6lo unas cuantas maquinas se ponen en el mercado,
las ofertas de los compradores potenciales que compiten entre si tenderdn a subir
el precio). Se calcula que si el fabricante suministra x maquinas al mercado nacio-

P . . . X .
nal e y maquinas al mercado extranjero, éstas se venderan a 60 — 4- y miles

X
de délares cada una en el mercado local Xa 70 —éH-é-dmiles de dolares en el

exterior. Si el fabricante puede producir las maquinas a un costo de US$ 20000
cada una, ;cudntas maquinas deberia enviar a cada mercado para generar la mayor
utilidad posible?

Solucidn

La funcion de utilidad (a maximizar) es dada por

U(x;y) = /(xiy) - mC(*;y)

X 760 - |b+2yo)+y(7o-| +AY - 20x- 20y

40x + 50y - — y +—, x>0, y>0

Las derivadas parciales de primer orden de la funcion utilidad son

2y X 1
Uy(*y) =50 —f- 450 49 [500 - 4y 4-x]

Al igualar a cero estas derivadas parciales y resolver las ecuaciones
correspondientes, se obtiene el Unico punto critico P1(300; 200).
La matriz hessiana de la funcién utilidad en un punto genérico (x;y) es

-1 1% 11
HUay)  —° % #>HUE;200) = ° 19
-10 ~5 -10 ~5
Como Ht(U(300; 200)) = --< 0y H2(U(300; 200)) =~ > 0, entonces
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P~0O0; 200) corresponde a un maximo relativo.
Por tanto, debe enviar 300 maquinas al mercado nacional y 200 maquinas al
mercado extranjero para generar la maxima utilidad.

Ejemplo 14.- La empresa Sajita S.A. produce un solo producto en dos plantas
ubicadas en Arequipa y Trujillo. Los costos mensuales totales de produccién en
cada planta son

CA(x) = 50x24- 1000 y CT(y) = 8y3- 400y + 2000
donde x ey son las cantidades producidas en cada planta. El precio del mercado
para el producto es de 2000 soles la unidad. ;Cuantas unidades deberia producir
mensualmente la empresa en cada planta para generar la mayor utilidad posible?.
Solucioén
La funcion utilidad (a maximizar) viene dada por

I7(x;y) = 1(x;y) - C(x;y)
= 2000x + 2000y - [50x2+ 1000 4 8y3- 400y + 2000]

2000x + 2400y - 50x2- 8y3- 3000, x>0, y>0

Las derivadas parciales de la funcion utilidad son

t/*(x;y) = 2000 - 100x y Wy(x;y) = 2400 - 24y?2

Al igualar a cero estas derivadas parciales y resolver, se obtiene el Gnico punto
critico P1(20; 10).

La matriz hessiana de la funcién U en el punto genérico (X;y) es

« (B (*;y))-[T '« 0 ) ) 4]
Como tfi (1/(20; 10)) = -100 <0 y H2(U(20;10)) = 48000 > 0, entonces
Px corresponde a un maximo local.

Por consiguiente, la empresa debe producir 20 unidades en su planta de Arequipa
y 10 unidades en su planta de Trujillo para maximizar su utilidad mensual.

Ejemplo 15.- Supdngase que x ey representan las cantidades (en kilos) de los
complementos diferentes mezclados en un alimento balanceado para pollos. Los
pesos resultantes (en kilos) para vender los gallos y las gallinas se estiman por

p =6x—3y y q= 3y —9 respectivamente.

La utilidad (en miles de nuevos soles) obtenido de un lote de pollos se modela por
la funcion U(p;q) = 10 —2(p —15)2—(q —12)2 (se supone qué el numero
de gallos y gallinas en cada lote no varia).

Determine las cantidades x ey de cada complemento alimentario que maximiza la
utilidad.
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Solucion
Al aplicar la regla de la cadena, las derivadas parciales de la funcién utilidad con
respecto axey son

du dU dp dU dq '
dx 'éb'dlx + 'dE'dI( = ~24K6x - 3y) - 15]

ivuautvauf* _15] _6[(By _ 9 _ 12]
dy dp dy dq dy
Al igualar a cero estas derivadas parciales y resolver, se obtiene el Gnico punto
critico P1(6] 7), estoes, x = 6yy = 7.
La matriz hessiana de la funcién utilidad en un punto genérico (x;y) es

H(U(x:>0) = [*224 73]~ «(¥(6;7)) = [->« " ]

Como H1(i/(6;7)) = -144 <0 y H2(U(6; 7)) = 2592 > 0, entonces P"6; 7)
corresponde a un maximo relativo.

Por consiguiente, las cantidades de x = 6 kilos e y = 7 kilos maximizan la
utilidad.

Ejemplo 16.- Una caja rectangular descansa sobre el plano XY con un vértice en
el origen coordenado. Halle el volumen méximo de la caja si el vértice opuesto
esta situado en el plano Q: 2x + 2y + z = 12.

Solucién

Sean a, b y ¢ las longitudes de las aristas de la caja, tal que P(a; b\ c) es el vértice
(opuesto al origen) de la caja situado en el plano Q (Fig. 4.8).

Como P(a; b; c) esta sobre el plano Q, entonces

sus coordenadas satisfacen la ecuacion del plano,

esto es

Q\2a + 2b+c= 12
<>c =12 —2a—2b

Luego, el volumen de la caja en funcion de ay b
es

V = abe = ab{12 -2a- 2b) Fig. 4.8
= 12a&>—2a2b 2ab2
Las derivadas parciales de primer orden de la funcién volumen son

\a(a\b) = 12b - Aab - 2b2= b(12 -4 a- 2b)
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Wb(a; b) = 12a - 2a2- 4ab = a(12-2 a - 4b)

Al resolver estas ecuaciones, se obtiene el Unico punto critico de interés Px(2; 2).
Para verificar si el punto critico corresponde a un maximo relativo, determinamos
la matriz hessiana de la funcién volumen, esto es,

H(V(a;b)) = [12_~4a_ib 12 "1 - "O'® 2» =C4 Isl

Como H1(V(2;2)) = —-8<0 y H2{V(2\2)) =48 > 0, entonces Px(2; 2)
corresponde a un maximo relativo.
Por tanto, el volumen maximo de la caja es

V = (2)(2)(4) = 16 u3

VALORES MAXIMOS Y MINIMOS ABSOLUTOS DE UNA FUNCION
DE VARIAS VARIABLES

Recordemos que el teorema de existencia de extremos absolutos para una funcién
de una variable real establece que si la funcién / es continua en el intervalo
cerrado [a)b], entonces existen puntos en [a\b] en donde / tiene un valor
méaximo absoluto y un valor minimo absoluto.

En forma similar, en el siguiente teorema consideramos la existencia de extremos

absolutos para una funcién de varias variables, en un conjunto cerrado y acotado
Dc Df.

Teorema 4 - (Existencia de extremos absolutos)

Si /: Dc IR ->R es una funcién continua en el conjunto cerrado y acotado

D, entonces

i) Existe al menos un punto PO 6 D, tal que/ tiene un valor minimo absoluto
en PO.

ii) Existe al menos un punto QO ED, tal que / tiene un valor maximo
absoluto en QO.

Observacioén 6.- Un procedimiento general para determinar los valores extremos
absolutos de una funci6n continua / en un conjunto cerrado y acotado D ¢ Df es:
1 Comprobar que la funcién sea continua en el conjunto cerrado D.
Determinar los puntos criticos que pertenecen al conjunto D y calcular los
valores de la funcion en esos puntos,
v- llallar los valores de la funcion en los puntos frontera del conjunto D.
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4.- El mayor valor de los valores encontrados en los pasos (1) y (2) es el valor
méximo absoluto de /; el menor valor de estos valores es el valor minimo
absoluto de f.

Ejemplo 17.- Halle los extremos absolutos de

la funcion

/10 ;y) = 4xzy —x3y —x 2y 2 en el conjunto

limitado por las rectas x=0 , y =0,

X+y—6=0

Solucién

El conjunto D es la region del plano XY que

consta de las fronteras del triangulo CI? Q2 y

C3y su inferior (Fig. 4.9).

i) En el interior y en las fronteras C1 y C3.
los puntos criticos son soluciones del sistema de ecuaciones.

fx(x>y) = 8xy - 3x2y —2xy2=xy(8 —3x —2y) = 0
y) = 4x2- x3- 2x2y = x2(4—x - 2y) =0
Estos puntos son: Px(0; 0), P2(0; 2), P3(0; 4), P4(4; 0) y P5(2; 1)

ii) En la frontera C2 de ecuacién y = 6 —x , se tiene

li(x) = /(x; 6- x) = 2x3- 12x2
Esto determina una funcion de una variable cuyo dominio es el intervalo
[0; 6j. La primera derivada de esta funcion es

/i'(x) = 6x2—24x = 6x(x —4).
Al igualar a cero esta derivada resulta x = 0 6 x = 4. Asi, los puntos criticos
de/ en la frontera C2 son:

P6(0; 6) y P7(4; 2)
Luego, los puntos criticos en los cuales hay que analizar los extremos
absolutos incluyendo el vértice (6;0) del tridngulo son:

Pt (0; 0),P2(0; 2), P3(0; 4),P4(4; 0),P5(2; 1),P6(0; 6),P7(4; 2) y Pa(6;0)

iii) Para determinar los extremos absolutos de la funcion /, evaluamos la funcién
en cada punto para asi hallar el punto en el cual / alcanza su mayor y menor
valor. Los valores de la funcién son:

I(PX) = 0,/(P2) =0, /(P3) =0, /(P4) =0, /(P5) =4, /(P6) =0,
/(P7) = -64 y /(P8 =0
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Por tanto, el valor maximo absoluto de / es 4 y ocurre en el punto P5(2; 1), y
el valor minimo absoluto de / es -64 y ocurre en el punto<P7(4; 2)

Ejemplo 18." Una placa circular plana tiene la forma de la region
D= {(x;y) GE2 / x2+y2< 9} . Laplaca, incluyendo la frontera x2 -fy2= 9
se calienta de manera que la temperatura en cualquier punto (x;y) es

7(X;y) =x2+y2—4x —4y + 8

Determine los puntos més calientes y méas frios de la placa, asi como Ila
temperatura en cada una de ellas.
Solucion
El dominio de la temperatura es ia regién del
plano XY que esta formada por la frontera de la
circunferencia Cy su interior (Fig. 4.10)
i) En el interior de la circunferencia, los puntos
criticos son soluciones del sistema
TXix",y) =2x- 4=0
Ty(x;y) =2y-4=0

Esto es, Px(2; 2) Fig. 4.10
i) En la fronterade la circunferencia C: x2 + y2 =9, queenformaparamétri
. 1% = geos t ol . i
se escribe como H >I sen t G ]l(_) 2n\J, los valores de Id funcion T es

g(t) = 7(3eost;3sent) =17 —12e0st —12se?it, 0<t<2n
La primera derivada de esta funcion es
g'(t) =12se2 t —12e0st
Al igualar a ceroesta derivada yresolverla, lospuntos criticos de g
comprendidos en el intervalo (0; 27r) son
_ ot _Sn
=y 0 15y
Al incluir a estos puntos los extremos del intervalo [0; 2n], se tiene
n Sn
tx=0,U=, t§=—5 X th=2n
Asi, los puntos sobre la circunferencia C que corresponden a estos puntos son
respectivamente
pv2 372~ p | 3v2 3\/2~
p2(3;0),p3 y P5(3; 0) = P2(3;0)
iii)Los valores de la temperatura T en los puntos de la circunferencia (7y el pumo
critico interior P1son;

7(Pi) = 0,7(P2) = 5 = T(P5),T(P3) = 17- 12x2 y T(P4) = 17 | 12</2
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o ) ( 3v2  3v2
Por consiguiente, el punto méas caliente de la placa es P | -— — ‘e—-—-
el mas frio el punto Pi(2; 2).
EJERCICIOS

En los siguientes ejercicios, determine los extremos relativos de la funcion /.

a)f(x;y) = 2x3+y343x2-3y- 12x - 4

R. Méx, relativo en (—2; 1), min. relativo en (1; 1). Punto silla en (—2; 1)

b) /(x;y) = —2x24 3xy —3y24 5x —b5y 44
R. Méax. relativo en (1; —1/3)

o) /(x;y)

d) /(x;y)

e)/(x;Y;2)

0 /(*;y:2)
9)/(X;y;2)
h)/(x;y;z) = 2x24-y24 z2- xz4 xy R. Min. en (0;0;0)

X3 —y3 —6xy —4

R. Max. relativo en (—2; 2) y punto de silla en (0,0)

X34 3x2 4 6xy 4-y2
R. Min. relativo en (4;-12) y punto de silla en (0;0)

= 1- 824 6xy- 2x3- 2y34 2z4

R. No tiene extremos relativos. Punto de silla (0;0; D) y (1; 1; 1)
=x34y24yz422—3x -

52 43

4X 4 Xy - yz - X2- y2- 22 R Mé&x. en (3;2;-1)

.- Calcule y clasifique los puntos criticos de las siguientes funciones

a)/(x;y)

b) f(x\'y)

o) /(x;y)

d)/(x;y)

sen (X -4y) 4 sen x 4seny

[T 7

/57T 57T\

. Max. en (*-;-J,Min. en

RS O ——

R. (12;24) punto de silla.

X- 2y 4In(V*24y2) + 3arctan0 , x>0

T

eos X 4 eosy 4 cos(x 4y), —< x<n,
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/2ti 2n\
R.Mm.en — ;—
3'3)

e)/(x;y) = 8y2ex ~y R Min. en (0; —1), punto de silla en (0; 1)

0f(x]y) =~y2+4» S)f(x:y) ="e

li) fix-, y) = 8yex - ~(y3+e3x) /2Méax.e? (2In2;2)

3.- Analice para qué valores de a E M la funcion

I(xiy) =a(x- Dy - 2)- (x- 1)2- (y- 2)2
tiene en (1;2) un méaximo, un minimo o un punto de silla.

R. Ti-ene un minimo para a G (-2; 2). Punto de silla para
a G(-00;-2) U(2; 400)

4.- Sea/: R2-> R una funcién de dos variables, tal que

VIxy) = ((x - D@x +y- 2);(y- 1)(2x-y - 6))
Halle los puntos criticos de / y clasifiquelos.

5.- Sea f: R 2->R wuna funcién de dos variables, tal que su matriz hessiana en el

punto PO(m: n) es
m43 m-1 0
H({/(m;n)) = 1 5 -2
.0 -2 1
¢Para qué valores de m, /(P 0) es un valor minimo relativo0 R.m = 2

6.- Sea/: R2-> R una funcién de dos variables, tal que su matriz hessiana en un

punto genérico (X;y) es

ff(/tey)) = [4] X
Si (a;a) es un punto critico de /, ¢para qué valores de a el punto
(a; a;/ (a;a)) esun punto desilla? R a>1

7.- Sea /: R™ -* R una funcion con derivadas parciales de primer y segundo

orden continuas en R2tal que A(2\ -1) es un punto critico de /.
En cada caso, indique si el punto critico corresponde a un extremo relativo o a
un punto de silla.

a)y/**(2;-1) = -3, fxy(2\ ) =2y lyy(2;-1) = -8
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b)fxx(?) —1) = 25, fxy(2; —1) = 10 y fyy(2; —1) = 8

Ofxxd2; -1) = -4, fxy(2;-1) =6 y lyy(2;-1) =9

8.- En los siguientes ejercicios, halle los extremos absolutos de la funcion en la
region D indicada

a)/(x;y) = 8x2- 4xy 4 5y2- 4x - 8y , D es laregion triangular limitada
por las rectasx = 0,y = 0,x 4y = 3
R. Max. absoluto en (3; 0) y Min. absoluto en (1/2; 1)

b)/(x;y) = x24xy 4y2—6x, D es laplaca rectangular
0<x<5, 3<y<3

c) /(*;y) = x24-y2- 2x, D es la region limitada por el tridngulo cuyos
vértices son los puntos (0;0), (2;0)y (0;2).
R. Méax. absoluto en (0; 2) y Min. absoluto en (1;0).

d)/(*;y) = 4x3- 2x2y 4y 2, D es laregion limitada por la pardbolay = x2
y larectay = 9.

9.- Una placa circular plana tiene la forma de la region
D={(x;y) 6 M2/ x24y2< 1}
La placa, incluido la frontera x2+y2= 1 se calienta de manera que la
temperatura en cualquier punto (x;y) es T(X;y) = x24-2y2- x.
Determine los puntos mas calientes y mas frios de la placa, asi como la
temperatura en cada uno de ellos.

10.- Halle la minima distancia del origen al cono z2= (x - 1)2+ (y - 1)2

vTo
*eo —
11.- Halle tres nimeros reales positivos, tal que su suma es 24 y su producto es un
maximo. r. Los nimeros son 8,8,8

12.- Cual es el volumen maximo del paralelepipedo rectangular que se puede
X2 y2 22

inscribir en el elipsoide — 4 — 4-— =1 R 64
9 16 36

13.- Suponga que se desea construir una caja rectangular que contenga 32 cm3 de
oro en polvo. Se utilizan tres materiales diferentes en la construccién. El
material paralos lados cuesta un délar elcentimetro cuadrado, elmaterial para
la parte inferiorcuesta 3 dolaresel centimetro cuadrado y el material para la
parte superior cuesta 5 dolares el centimetro cuadrado. ¢Cuales son las
dimensiones de la caja menos costosa?
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R. Base de la caja es un cuadrado de 2 x 2y al tura 8 cm.

14.- Un agricultor que produce zapallo y maiz determina que la ganancia g (en
miles de nuevos soles) que obtiene al vender y kilogramos de zapallo y x
kilogramos de maiz esta dada por

g(x;y) = 10_4y + 3(10"4)x - 10"8(2y2 4 3x2)
a) Halle el nivel de produccién que le da la méaxima ganancia.
R. 2500 kg de zapallo y 5000 kg de maiz.
b) Halle la maxima ganancia R. S/. 875

15.- Una tienda de calzado de la provincia de Cafiete vende dos marcas de
zapatillas de varones: una marca local que obtiene a un costo de S/. 30 el par y
una marca nacional que obtiene a un costo de S/. 40 el par. El duefio calcula
que si la marca local se vende a “x” nuevos soles el par y la marca nacional a
“y” nuevos soles el par, entonces se venderan cada mes aproximadamente
70 —5x 4- 4y pares de zapatillas de la marca local y 80 4 6x —7y pares de
zapatillas de la marca nacional. Halle el precio de venta que deberia fijar el
duefio a cada par de zapatillas de ambas marcas para maximizar la utilidad.

R. Marca local a S/. 53 el par y marca nacional a S/. 55 el par.

16.- En un supermercado se venden dos productos que compiten entre si a precios
de x e y nuevos soles respectivamente. Si el ingreso debido a la venta de estos
productos viene dado por

I(X;y) = —Ix2—4y24 2xv 4 10x 4 14y
Calcule los precios para que el ingreso sea maximo.
R. Precios S/. 1y S/. 2 respectivamente.

17.- Una lecheria produce dos tipos de queso a un costo medio constante de 50 y
60 soles por kilo respectivamente. Si el precio de venta del primer tipo es x
soles por kilo y el segundo y soles por kilo, el nimero de kilos que pueden
venderse cada semana viene dada por N1= 250(y —x) Yy
N2 = 32000 4- 250(x - 2y). Demuestre que, para el maximo provecho, los
precios de venta deben fijarse en 89 y 94 soles por kg respectivamente.

18.- En una tienda de alimentos se venden dos tipos de emparedados. El costo de
hacerlos es de 70 céntimos y 90 céntimos respectivamente. El propietario
estima que se venden en x céntimos el primer tipo y en y céntimos el segundo
tipo, entonces el nimero de emparedados que se venderd de cada tipo sera
240(y —x) 'y 240(150 4-x - 2y), respectivamente. (En cuanto debe

venderse cada emparedado para obtener la utilidad maxima?
R. 110y 120 céntimos.
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19.- Una empresa tiene tres fabricas, en cada una se elabora el mismo producto. Si
la fabrica A produce x unidades, la fabrica B y unidades y la fabrica C
produce z unidades, y sus respectivos costos de produccion son: 3x2 4- 200,
y2+ 400, 2z2+ 300; y si hay un pedido de 1100 unidades, ¢;como debe
distribuirse la produccion entre las tres fabricas a fin de minimizar el costo de
produccién total?. R. A= 200,B =600y C= 300.

20.- La fabrica Pallancos S.A. planea vender un nuevo producto a S/. 15 la unidad
y estima que si invierte X miles de nuevos soles en desarrollo e y miles de

nuevos soles en publicidad, los consumidores compran aproximadamente
540y 160x .

—5— - H— - unidades del producto al mes.
y2+9 x2+4 =
Si el costo de fabricacion de este producto es S/. 5 por unidad, ;cuanto deberia
invertir la fabrica en desarrollo y en publicidad paragenerar la mayor
utilidad?.

R. S/. 2500 en desarrollo y 3000 en publicidad, mensualmente.

4.2 EXTREMOS CONDICIONADOS

El matematico frances J.L. Lagrange ided un procedimiento para el problema de
determinar maximos y minimos de funciones de varias variables sujetas a
condiciones de enlace o restricciones. Este método se conoce como Método de
Multiplicadores de Lagrange.

Por ejemplo, para hallar la distancia minima de un punto de la superficie
#(x;y; z) = 0 al origen, debemos minimizar la funcion

d2=/(x;y;2) = x2+y2+ 22

sujeta a la condicion ,g(x;y;z) = 0. Una condicion como ésta es llamada
condicion de enlace. En general, se tiene la siguiente definicién:

Definicién 7.- Sea /: D¢ Rn->R una funciéon de n variables con dominio el
conjunto D <Rn

i) Se dice que las coordenadas del punto P(xx;x2;...;xn)"6 D satisfacen las
condiciones de enlace, si existen funciones cplt(p2, ...,(pm\D ¢ Rn -> R tal
que

Ve
I FL(x1;x2;...-,xn) =0

=0,m<n &)

<Pm(xi'.x2;...;xn) = 0

APLICACIONES DE DERIVADAS PARCIALES

ii) Se dice que / presenta un valor maximo condicionado en el punto PO e D si
f(Po) > f(P)
para todo P y PO que satisfacen las condiciones de enlace (*).

i) Se dice que / presenta valor minimo condicionado en el punto Q0 GD si

/((20) < IM)
para todo Qy QO que satisfacen las condiciones de enlace (*).

METODO DE MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

Sea /: D ¢ Rn >R una funcién diferenciable en el conjunto D a Rn tal que las
coordenadas del punto P(x1#..,xn) G D satisfacen las condiciones de enlace (*).
Para hallar los valores extremos condiciones de / sujeta a las condiciones de
enlace (*), se procede de la siguiente manera:

Paso 1.- Construir la funcion L de Lagrange dada por
L —L(x";...; xn;AL ...; An)
[ (*1' me>xn) AP (*i/eeiXn) + we+ Am(pm (Xi, .. Xn)
donde A1,A2, ..., Am son los multiplicadores de Lagrange.

Paso 2.- Hallar los puntos criticos de la funcién L, al resolver el siguiente sistema
de ecuaciones

(dL
fe =0
dL
d¢i~°
a
—-=
dL
— = (p2(x1-,...;xn) = 0
dL
VdAm =0

Para resolver el sistema, eliminamos A, ...,Am de las n primeras ecuaciones y los
resultados lo sustituimos en las m Gltimas ecuaciones tratando de no perder
soluciones con las simplificaciones.
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Paso 3.- De acuerdo a la naturaleza del problema, se decide si el punto critico
corresponde a un valor maximo o minimo condicionado de /. Es decir,
se calcula el valor de la funcion f en los puntos criticos; el mayor valor
es el maximo condicionado de f y el menor valor es el minimo
condicionado de /.

Ejemplo 19.- Halle los extremos condicionados de /(x;y) = x2+y 2 sujeto a la
condicion de enlace x +y = 2
Solucién
Sea la funcién de Lagrange
LX;y; A) = x2+y24 Alx+y - 2)

Para hallar los puntos criticos de esta funcién, se tiene el sistema de ecuaciones

( do
——2X4A=0
dx

\ aL 2y 4 A—0
ay AT
dL

— =Xx+y-2=0

Restando las dos primeras ecuaciones, se obtiene y = x, y sustituyendo en la
tercera ecuacion, resultax =y = 1.

Asi, el Unico punto critico es PO(1; 1)

Ahora, para determinar su naturaleza elegimos el punto Q0(2] 0) que-satisface la
condicion de enlace x 4y —2 = 0. Luego, se tiene

I(1; 1) =141=2y/(2;0)=440=14

Por tanto, la funcion f presenta un minimo condicionado en el punto P(I; 1)
Ejemplo 20.- Halle los extremos condicionados de la funcion /(x;y;z) = xyz,
sujeta a las condiciones de enlace |C’E)%€X y: zl) _X 9 _Z. g - 0" me(*)
Solucién

La funcién de Lagrange es

L(X;y;z; Au) = xyz 4 AX4y-z- 3)4u(x—y-z- 8)

Para hallar los puntos criticos de la funcion L, se tiene el sistema de ecuaciones
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f Lx(x;y:z;A;u)=yz +A+u=0 ..(1)
Lv(X;y; z,Au) =xz2+A-u=0 ..(2)
Lz(x;y;z; Au) =xy —A- u=0 ..(3)

La(x;y; Z;Au) =X+y-2Z-3=0 . (4)

ILu(X;y; z; Au) =X-y-z-8=0 ..(5)

Al eliminar Ay u en las ecuaciones (1) y (3), se obtiene
y(x +2) =0<=>y =0Vx4z=0
Paray = 0 no existe solucion. Luego, suponiendo que y =r O resultax = —z (6)
Al reemplazar (6) en (4) y (5), se tiene
(y-2z-3=0
[-y - 2z-8=0"

11 5 11

P . (11 5 11
Asi, el Unico punto critico es PO y— ; — ; c J
Para determinar la naturaleza del extremo condicionado, se eli*e el punto

/15 5 7\
Qo ~ ~;—) que satisfaga las condiciones de enlace (*). Luego, se tiene

5 11\ /llw 5\ / 11\605
e T)=(@)(-)(C-T ) =i

X |

/
m ) =r(

|

T
o Bowe 51 A« A5\y 5\/ 7\ 525
fo (M~ )Y HE)E)-=
Por tanto, la funcién f presenta un méximo condicionado en el punto

/11 5 11\
pe(t:-2;~1)

Ejemplo 21.- El cono z2 = x2 4 y2es cortado porel planoz = 14 x 4 y en una
curva C. Halle los puntos de C que estan mas préximos y mas alejados del origen.
Solucién
Sea P(x;y; z) un punto de la curva C. Luego, la distancia del punto P al origen de
coordenadas es d(0; P) = yjx2+y2+ z2
Optimizar la funcién distancia es equivalente a optimizar la funcién distancia al
cuadrado.
Asi, la funcion a optimizar es /°(x;y;z) = d2(0; P) = x24y24 z2

. - <Pi(x;y;z) = x24y2-22=0
sujeta a las condiciones de enlace jepz(x; V7 =x4y—z+1=0
Entonces la funcion de Lagrange es

L(X;y;z) = x24y24 224 A(x24y2- z2)4ig(x4dy-24 1)
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Al igualar a cero las derivadas parciales de primer orden de L, se tiene el sistema
de ecuaciones

rx(x)y; z;Au) =2x +2Ax+u =0 ..(1)
Ly(x;y;z;Au) =2y +2Ay+u=0 .. (2)
Lz(x;y;z; Au) =2z - 2Az- u=0 ..(3)
Lx(x',y\z',A;u) =x2+y2-z22=0 ..(4)
ILu(x; y;z;A-,u) =x+y-2z2+1=0 .. (5

Al restar la ecuacion (2) de (1), se obtiene

A+D(x-y)=0«A =-1 Vx=y ..(6)
Al sumar la ecuaciones (2) y (3), resulta
y+z+Aly-2)=0 . (7)

Al reemplazar A = —1 (de la ecuacion (6)) en la ecuacién (7), se obtiene
y+z—(y—z)=0<=>z=0

Al sustituir z = 0 en la ecuacion (4). se obtiene y = x = 0. Sin embargo, las

coordenadas del punto (0; 0; 0) no satisfacen la ecuacion (5). De este modo

AN -1, lo cual implica que x =y (ecuacion (6)).

Ahora, al reemplazary = x en las ecuaciones (4) y (5), se obtiene

2x2= (2x + N2<>x = -1 +" VX

Asi, los puntos criticos de / son
V2 V2 V2 V2
1+—5-1+V2 yp
Luego,
f(Pi) =6- 4a/2 y /(P2) =6+ 4V2

Por tanto, el punto Px estd mas préximo al origen y el punto P2 estd mas alejado
del origen.

Ejemplo 22.- Un disco circular tiene la forma de una regién acotada por el circulo
x2+yl=1.Si T es latemperatura (en grados Celsius) en cualquier punto (X;y)
del disco y 7(x;y) = 2x24-y2—y, encuentre los puntos mas calientes y mas
frios del disco.

Solucioén

La luncién a optimizar es 7(x;y) = 2x2+ y2—y, sujeta a la condicién de
enlace <p(X;y) = x2+y2—1= 0.

Luego, la funcién de Lagrange es

L(x;y; A) = 2x2+y2-y + A(x2+v2- 1)
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Al igualar a cero las derivadas de primer orden de esta funcién, se obtiene el
siguiente sistema de ecuaciones

rbx(x\y; A) = 4x + 2Ax = x(4 +2A) = 0 - (1)
Ly(x;y; A) =2y —1+ 2Ay = 0 - (2)
NAX;Y;A) = x2+y2—1=0 ..(3)
De la ecuacion (1), se tiene
A= =2Vx=0
Al reemplazar A= —2 en la ecuacion (2), se obtiene y = —1/2 vy al sustituir este

. V3
valor en la ecuacion (3), resultax = + —

En forma similar, al reemplazar x = 0 en la ecuacion (3), se obtieney = +1.
Asi. los puntos criticos de la funcion T(x;y) son

3 i\ ( V3 iN

y los valores de la funcién temperatura en estos puntos son

HPi) =\.t(p2) =1'T(p3) =0y r(P4) =2
Por consiguiente, los puntos mas calientes de la placa circular son

V3 10 v 1\

/
Pi y P21- — y el punto mas frio P3(0;1).

Ejemplo 23.- Sea PO(x0;y0;z0)(x0 > 0,y0 > 0,z0 > 0) un punto sobre la
Q 0
X

.._)( z
su&erflme 4+ 8+16 1

a) Calcule el volumen del sélido limitado pol-
los planos cartesianos y el plano tangente
al elipsoide en el punto PO.
b) Halle PO que estd sobre el elipsoide de
modo tal que el volumen del sélido sea
minimo.
Solucién
a) Puesto que PO es un punto sobre el
elipsoide, entonces sus coordenadas
satisfacen la ecuacién Fig. 4.11

G(x0;y0;z0) = 4x¢ + 2y@+2z$- 16 =0
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Luego, V6 (x0;y0;z0) = (8x0;4y0;2z0) = 2(4x0;2y0:z0) = N es normal al
plano tangente al elipsoide en el punto Po(xQy0;z0). Por consiguiente, ei
plano tangente al elipsoide en PO es

PT:4x0(x - Xg) + 2y0(y - y0) + z0(z- z0) = 0
PT\4x0x + 2yOy + z0z-16 =0
Los puntos de interseccién del plano tangente con los ejes coordenados son

8 \ / 16\

El volumen del solido (tetraedro) limitado por los planos cartesianos y el plano
tangente al elipsoide en PO es

- (area de la base)(altura)

1/4 8\ /16\ 256
~ 6\x0'y0)\z 0) 3x0y0z0

b)La funcién a minimizar es
256

sujeta a la condicion de enlace
G(x0;y0;z0) = 4x0+ 2y, +2z;, - 16 =0
Asi, la funcién de Lagrange es

L(x0;y0;z0;A) = + A(4x, + 2yl +zjj - 16)
-|"0on0
Los puntos criticos se obtlenen en el siguiente sistema de ecuaciones:
A 32

Lx0" 0)y0]z0;A) - §§(§y""'"*l BA0 =g sz A= 2" yOzO

L Ax0-y0:20-X) = - _ -==ew-- ;+ 2A70 = 0 <> A= A—-—A 8 ..(3)
3x0yOZo 3x0y0z;

U Ax0:y0:z0; A) = 4xE + 2y; 42\ - 16 = 0 . (4)

Al igualar (1) y (2), se obtiene yl = 2x1 --(5), y al igualar (1) y (3), se
obtiene za = 4xa .. (6)

Al sustituir (5) y (6) en (4), resulta
2
4xn + 4xq 4-4x1 - 16 = 0 <> 12xq = 16 <>x0= —

210

APLICACIONES DE DERIVAD \S PARCIALES

. V8 4
y al reemplazar este valor en (5) y (6), se obtiene y0 = — ,z0 =
vli'Zo_v!
2 V8 4
Asi, el Unico pumo critico de f es P(), ,
\V3 v'3 V3.

Para determinar la naturaleza del extremo condicionado, se elige el punto
Qo(l; 2; 2) que satisface la condicion de enlace (4). Luego, se tiene
/2 V8 4\

64
V=1/1,22=y =2133

(2 v8, 4
Por tanto, el volumen del tetraedro es minimo para el punto PO — ;-z=
W3 V3 V3

Ejemplo 24.- Una organizacion internacional debe decidir cémo gastar los S 4000
que se le han asignado para aliviar la extrema pobreza en el departamento de
Ayacucho. Esperan dividir el dinero entre comprar trigo a $ 5 el saco y kiwicha a
$ 10 el saco. Para el nimero P de personas que se alimentardn se compraran x
sacos de trigo e y sacos de kiwicha. Luego, P esta dado por

Xzy 2
P(x;y) =x-r2y ' (10/\)

¢Cual es el nimero maximo de personas que pueden alimentarse, y como la
organizacion debe asignar su dinero?
Solucién
La funcion a inaximizar es P(x; y) sujeta a la condicion de enlace
Sx + 10y = 4000

Asi, la funcion de Lagrange es
L(X;y; A) = x + 2y 4 + A(5x + 10y - 4000)

Al igualar a cero las derivadas parciales de primer orden de la funcion /, se
obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

L*(*;y;A) = | + XX2+ 5A=0 ..(1)

Xy
y(xly; A —2 + 108 4 10A —0 .. (2)

La(x;y; X) = 5x + 10y - 4000 = 0 .. (3)

Al multiplicar la ecuacion (1) por 2y restar la ecuacion (2), se obtiene



CALCULO 1l

2xXy2 X
e, _2y = 0 <>xy(2y -x) =0<=>x=0Vy =0Vx =2y

Al reemplazar estos valores en la ecuacion (3), se obtiene los puntos criticos

Px(0; 400), P2(800; 0) y P3(400;200)
y jos valores de la funcién P(x;y) en estos puntos son

P(PJ = P(0; 400) = 800

P(P2) = p(800; 0) = 800

P(P3) = P(400; 200) = 832
Por tanto, el nimero maximo de personas que pueden alimentarse es 832 y la
organizacién internacional debe asignar $ 2000 para comprar 400 sacos de trigo y
$ 2000 para comprar 200 sacos de kivvicha.

Ejemplo 25.- Un servicio de entrega de "paquetes establece que las dimensiones
de una caja rectangular deben ser tales que, el largo méas el doble del ancho, mas
el doble de la altura sea igual a 120 cm. Determine el volumen méximo de la caja
rectangular que puede enviarse.
Solucién
Sea x la medida del largo, y la medida del ancho y z la
medida de la altura de la caja respectivamente.
La funciéna maximizar es V= xyz
condicidn de enlace

X+ 2y + 2z = 120
Asi, la funcién de Lagrange es

L(x;y;z;A) = Xyz 4A(x 42y 4 2z - 120) (x> 0,y > Uz > |j
Al  igualar acero las derivadas parciales de primer ordende L,se obtiene el
siguiente sistema de ecuaciones:

sujeta a la

Lx(x;y;,A) =yz +A=0 - (1)
Ly(x;y; z; A) =xz+2A =0 - (2)
Lz(x;y;Z;A) =xy + 2A=0 . (3)

La(x;Y;Z;A) = x 42y + 22—120= 0 (4)

A’ resolver estas cuatro ecuaciones, se obtiene el Gnico  punto critico
P0O(40; 20; 20)
Para determinar la naturaleza del extremo condicionado, se elige el punto
Qo(40; 10; 30) que satisface la condicion de enlac,e x 4 2y 4- 2z = 120. Luego,
tiene
V(P0) = 1/(40; 20; 20) = (40)(20)(20) = 16000 cm3

V(QO) = 1/(40; 10; 30) = (40)(10)(30) = 12000 cm3
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Por tanto, las dimensiones de la caja rectangular de volumen maximo son
largo 40 cm, ancho 20 cm y altura 20 cm.

Ejemplo 26.- Un cilindro circular recto cerrado con un
volumen de 8000 pies cubicos se construye con dos clases

de material. La tapa y la base del cilindro se hacen de un

metal que cuesta S/. 16 el pie cuadrado. La cara lateral se

cubre con un metal que cuesta S/. 20 el pie cuadrado.
Calcule las dimensiones del cilindro para que el costo de
construccion sea minimo.

Solucién

La funcion de costo de construir un cilindro de radio r y altura h es

C(r; h) = 16(27rr2) 4 20(2nrh) = 32nr24 AOnrh

Como el volumen del cilindro debe ser: V = nr2h = 8000, entonces la funcién
de Lagrange es

L(r; h] A) = 32nr24- 40nrh 4 A(nr2h —8000)

Asi, el sistema de ecuaciones para encontrar el punto critico es:

Lr(r; h;A) = 64nr 4 40nh 4 2Anrh = 0 .. (1)
Lh(r:h)y X) = 407zr 4 nAr2=10 (2)
LA(r; hy X) = nr2h —8000 = 0 (3)

Al multiplicar la ecuacién (1) por r y (2) por2/i, y restar estos resultados, se

obtiene

5
647irA—40nrh = 0 <> Qnr(Qr - 5h) =0 «r =0 Vr=- h

5
Puesto que r = 0 no satisface la ecuacion (3) se toma r = —h y se sustituye en

3).

80 50
De donde resulta h = mm— |r = —.....
V257T V57T
. iy / .80\
Luego, el Unico punto critico es PO13 i e §

W257T ’Jv257i/

Por tanto, el costo minimo de construccion es

; = 9600V251®=5/.41111,9295
vv2sir \125n'
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EJERCICIOS 5.- ¢Qué punto de la esfera x24-y24 z2 = 4 se encuentra mas alejado del punto
1.- Utilice multiplicadores de Lagrange para hallar los valores maximo y minimo i4(1;-1;1)? R 2V3(—L; 1; —1)
de la funcidn, sujeto a la restriccion dada.

Q) /'0:y) = 25 —Xx2- y2, x24y2- 4y =0 6.- ¢Cu§| es el méximo volumen de una caja rectangular, si la suma de las
R. Valor minimo /(O; 4) = 9 Valor maximo /(O; 0) = 25 longitudes de las aristas es a?
as
b) f(x;y) =xy,x24y2= 4 R V=,
c)/(x;y) =x24 2y24  3xy +1 x—y=1 ) _ N _
7.- Determine el radio y la altura del cilindro de méaximo volumen que puede
R.Valor maximo / I _5} = 33' inscribirse en una esfera de radio a.
V2a 2
d)y/(x;y) = 3x34y3+x2y, x4y =10 R'r:W' hzﬁa

/10 20\
R. Valor maximo / (—30; 40) = 19000. Valor minimo / —J = 481,48

8.- Encuentre los puntos de la curva C. x4+ y4+ 3xy = 2, que estan mas
e)/(x;y) = x24 12xy 4 2y2, 4x24y2=25 cercanos y mas alejados del origen de coordenados.
0f(x;y;2) =x24y2422, 3x—2v4dz—4=0 R. Maés cercanos A\lt va i+ XZ\I mas alejados £(+V 2; +V2)
)/ (X;y;2z) = x24xy4y243z2, x4 2y 4 4z = 60
/(X y:2) = xyz, 1—H%---f1- =1 R (3,3 3) es punto critico. 9.- El costo de taladrar un tanel a través de
Xy z un cerro es proporcional al cuadrado de
i)/ (x;y;z) = a(a —x)(a —y)(a —z), x4y+z=2a(a>0) la longitud del tunel. Se debe excavar
/2a 2a 2a\ dos taneles rectos desde los puntos Px y
V3 3 jJ es punto critico. P2 exteriores de un volcan hasta un
punto comin Q en la orilla de su lago
NDI(*; vy, 2) = +y3+223; X2 4y2422=4, (Xx- 3)24y241z22 = 4

circular interno. Trazando coordenadas
se obtiene el lago como x24 y2 = 1y los puntos Px y P2como (4;5) y (2;3)
2.- Encuentre los puntos de la curva de interseccién del elipsoide respectivamente. Halle Q de modo que minimice el costo.

x" 4 4y24 4z2 = 4 con el plano x - 4y - z = 0, que estanmas cercanos del

origen de coordenadas. Encuentre la distancia minima.

3.- Sea & la curva de interseccion entre las dos superficies
X2- xXy4y2—z2=1 x24y2=1
Halle los puntos de la curva £ que estdn mas cercadel origen de coordenadas
R. (0;£1;0) y (£1;0;0)

10.- Una caja rectangular debe tener una base de aluminio, lados de carton y tapa
de plastico. Los costos por dm2 de aluminio, carton y tapa de plastico son de
20,4 y 7 soles respectivamente. Si el volumen debe ser 27 dm3, ;qué
dimensiones minimizaran el costo de la caja?.

4.- Encuentre un punto de la superficie xyz = 25 enel primer octante que hace

que Q = 3x 4 5y 4 97 sea minimo 1- Una caja rectangular sin tapa y sin fondo debe tener un volumen de V pies3.

Determine las dimensiones de la caja para que el area superficial sea minima.
R. (5:3]) R. minimizar S = 2z(x 4 y) sujeto aV = xyz
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12.- La temperatura en cualquier punto (x;y) de la curva 4x2-f 12y2=1es T
gradosy T = 4x2+ 24y2 —2x
Encuentre los puntos en la curva donde la temperatura es maxima y donde es
minima. También encuentre la temperatura en esos puntos.

R. Méx.en A ymin.enB”-; 0/

13.- La empresa Pallancos vende dos productos: Vifer y Difer. Su utilidad en
soles al vender x unidades de Vifer e y de Difer es
U(x;y) = 20x + 40y —0,l(x2+ y?2)
Si la empresa puede vender un méaximo de 400 unidades de los dos productos,
¢qué combinacién le producird la maxima utilidad?
R. Vender 150 unidades de Vifer y 250 unidades de Difer.

14.- Un fabricante puede producir tres productos distintos en cantidades QI9 Q2,
Q3 respectivamente y de aqui extraer un beneficio de
U(Q1;Q2:Q3) = 2Qi + 8Q2 + 24Q3
Halle los valores de Qt, Q2, Q3 que hacen maximo el “beneficio, si la
produccidn esté sujeta a la condicion Q2 + 2Q2 + 4Q2 = 4500000000
R. Ql= 10000, Q2= 20000, Q3 = 30000

15.- Supdngase que una compafiia produce dos articulos similares y que ejerce el
monopolio del mercado para dicho articulo. Ademas, supdngase que las
demandas de esos dos articulos a los que se designara por X e vy,
respectivamente, como funciones de su precio p y q, estdn expresadas por
x=/(p;q) yy =9g(p;q). Sisedesigna con C(x;y) el costo que representa a
la compafiia de producir esas cantidades de los dos articulos, la funcién
utilidad estard expresada por P = px + qy - C(x;y). Si los costos de
produccién son de S/. 300 por unidad del primer articulo, S/. 200 por unidad
del segundo, y si las ecuaciones del precio-demanda son: x = 600 —2p 4*q,
y = 800 -f p —3q, halle los precios que maximizan la utilidad e indique cual
es su valor méximo.

16.- Las normas postales vigentes de un pais establecen que se puede enviar por
correo un bulto rectangular de aristas x,y,z pulgadas, siendo x <y < z, s6lo
si 2(x +y) 4z es igual a 120 pulgadas. Si un cierto producto que pesa 10
libras por pul3 debe ser despachado por correo, determine qué cantidad

APLICACIONES DE DERIVADAS PARCIALES

méxima de tal producto podra ser transportada en 12 paquetes postales en tales
condiciones.

17.- Los cursos de dos rios (dentro de los limites de una region determinada)
representan aproximadamente una pardbolay = x2y una recta
X - y - 2= 0. Hay que unir estos rios por medio de un canal rectilineo que
tenga la menor longitud posible. ¢Por qué puntos del plano habra que trazarlo?

*r-D
18.- Se sabe que en la produccion de Cierto articulo se usa la siguiente ley:
f(x)y) = x2+ (y - 2)2en laque x ey estan dados en kilogramos y son los
insumos necesarios que estan relacionados segun la ecuacion x2= 1+ y 2.
Se pide averiguar para qué valores de x e y la produccién es maxima y para
qué valores es minima.

19.- Un recipiente se construye con un cilindro recto de radio 5 pies y con tapas
en forma de cono en los extremos del cilindro. Si el volumen total es V pies
clbicos, halle la altura H del cilindro y la altura h de cada una de las tapas
conicas de manera que el area de la superficie total sea la menor posible.

_ Vv 4ttV5
Rh=25,H=-~—

20.- Una sonda espacial de forma del elipsoide 4x2+ v24 4z2 = 16 entra en la
atmasfera de la tierra y su superficie comienza a calentarse. Pasada una hora,
la temperatura en el punto (x; y; z) sobre la superficie de la sonda es
7(x;y;z) = 8x2+ 4yz - 16z + 600. Determinese el punto mas caliente de

la sonda.
14 4 4\ n 4\

i 4 °
\3' 3;~3/y v 3:~3'~3/

2 1 Sea C lacurva de interseccion de las superficies
SX:x2+22=2y, S22x-y +z+3=0
Encuentre los puntos de la curva C que estan méas alejados y méas cercanos al

plano XZ.
R. Px(3;9; 3) es el punto mas alejado y P2(-1; 1;-1) el més cercano.

22.- Un fabricante tiene S/. 80000 para invertir en desarrollo y publicidad de un
nuevo producto. Se estima que si se invierten x miles de soles en desarrollo e
y miles de soles en publicidad, se venderan aproximadamente
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V(x\y) = 20x3/2y unidades. ;Cuanto dinero deberia asignar el fabricante a 5
desarrollo y cudnto a publicidad para maximizar las ventas?
R. S/. 48000 a desarrollo y S/. 32000 a publicidad
23.- Si T(x;y;z) = x -f 2y + 3z representa la temperatura en cada punto del
cilindro x2+ y2—2 = 0, halle las temperaturas extremas en la curva formada
por la interseccion del planoy + z = 1y el cilindro.
R. Temperatura minima en A(-1;1;0) y méx. en B(l;-1;2)

INTEGRALES MULTIPLES Y
APLICACIONES

51INTEGRALES DOBLES
En esta seccion se introduce el concepto de integral doble de una funcion de dos

24.- Una empresa planea gastar 10000 ddlares en publicidad en radio y television. variables, analoga al procedimiento usado en la seccion 2.5 de Tdpicos ele Calculo

Se sabe que el minuto de publicidad en la television cuesta 3000 dolares,
mientras que en la radio cuesta 1000 doélares. Si x es el nimero de minutos de
publicidad que contrata en la television ey el nimero de minutos que contrata
en la radio, su ingreso por ventas es

G(x;y) = 2x2—y24 xy + 4x + 6y + 10

Vol. II.

Definicion 1.- Se dice que un conjunto D e M2 es
acotado, cuando existe un rectangulo
R=1[a;b] x[c;d]c IR tal que Dc R L
rectangulo R se puede escribir como

¢Cuéntos minutos debe contratar en radio y cuanto en television para
maximizar su ingreso por ventas?
R. 2 minutos en TV y 4 minutos en radio.

R={(x;y) ER2/a<x <b c<y<d]
Esta region se ilustra en la Fig. 5.1

Definicion 2.- Una particién del rectangulo

25.- En u_n experlme_nto de aprend_lzaje, a_un es_tudlante_slze le dan_ X minutos para R=1[a bjx[c, ¢] esun conjunto de la forma
examinar una hoja de datos. Dicha hoja de informacion se retira entonces y al . . . .
. : . p= PiXp2 ={[*-LX]XDj.Lyi]l /1<i<n 1<j<mj
estudiante se le permite y minutos para prepararse mentalmente para un 7, .
Donde: Px=fx0,xIt..., xn} es una particion del intervalo [a; b] y

examen basado en la hoja de informacion.
Suponga que se encuentra que la calificacion alcanzada por el estudiante esta
dada por la expresion A(x\'y) = 2*3/2y 12
¢Cual seréd la calificacion méxima del estudiante si para examinar la hoja y
prepararse mentalmente utilizé 12 minutos?

R. 54Vv3 = 93,5 puntos.

P2 - {yo.yi, -,y m} es una particion del intervalo [c; d\

Observacion 1:

a) Toda particion P del rectangulo R divide a
este en nm sub-rectangulos de la forma
Rij = [x¢_i;xe] x [yj-t-yil (Fig.5.2)
i=12..,nYyj=1212..m

b) El area de cada sub-rectdngulo Rtj para
i= 12,...,nYyj=12,..,m esdado por

A(Rij) = AijA = AXiAyj

Se verifica,
n m A m

AiRij) = AXiAyi = (b - a)(d - ¢)
inlh 7=1 i=l 7=1
c) Se denomina norma de la particién P al numero denotado por
[IP|| = max [diag {R{)/ 1<i<n 1<j< m)

26.- Un granjero planea cercar 7200 m 2 de terreno que tiene la forma rectangular,
uno de cuyos lados limita con un rio. Si solo debe cercar los tres lados no
adyacentes al rio, ¢cuél es la menor cantidad de cerco necesario para
completar el trabajo? R. 240 m.
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Definicion 3.- (Particion de un conjunto cerrado y acotado). Se denomina
particién del conjunto cerrado y acotado D ¢ R2, al
conjunto de los subrectangulos P;7 del rectangulo R que
contiene al conjunto D ral que tiene al menos un punto
en comdn con el conjunto D, esto es,

PD={Rj ¢ R/ RijCID" 0,1 <i<n 1<j<m}

Definicion 4.- Se dice que una funcion /: D ¢ =2 -> = definida en el conjunto
cerrado y acotado D es acotada, si existen nimeros reales K1 y K2 tal que
Kx < /(x;y) < K2,V(x-,y) ED

FUNCIONES INTEGRABLES

Sea/: D c i 2->1 una funcién acotada definida en la regiéon cerrada y acotada

Dy/Oiy) > o v(*iy) ed

Sea PD una particion de D y sea Pi7(xt;y7) un punto arbitrario escogido en
y ¢ Pd de modo que /(P¢;) esta bien definido como se ilustra en la Fig. 5.3

La Suma de Riemman de la funcién /: D ¢ = 2 -> R asociada a la particién PD

esta dada por
n m n m

[(.xr.yjrijA =~ A f(Xily))AxtAyj

i=17=1 i=l 7=1

0)

Observacion 2.- Geométricamente, la suma de Riemman es la suma de los
volimenes de los paralelepipedos cuyas bases son los sub-rectangulos y cuyas
alturas corresponden a los valores /(x¢; yf) (Fig. 5.4)

INTEGRALES MULTIPLES Y APLICACIONES

Definicién 5.- Una funcién /: Dc =2 -» R acotada en la regiéon cerrada y
acotado D es integrable Riemman sobre D, si existe un numero real L con la
propiedad de que dado £ > 0, 35 > 0 tal que

L

|| <8

71

para toda particion PB con ||PD|| < 8 y toda eleccién del punto Pyy(x;;y7) G
L1 ndmero L se llama integral doble de / sobre Dy se indica con el simbolo

L=11 f(x;y)dA =Jim ~ ~ /fe y ~ A y ,

D i=17=1

Observacidn 3.- (Interpretacion geométrica de la integral doble)

Si f:D a R2->R una funcion integrable sobre D y f(x\y) > 0,V(x;y) GD,
entonces la integral doble de / sobre D, esto es,

// f{x",y)dA = K(S)

representa el volumen del sélido limitado superiormente por la superficie
x = f(x\y) e inferiormente por la regién D (Fig. 5.4).

PROPIEDADES FUNDAMENTALES DE LA INTEGRAL DOBLE

ISi/: Dc R2->R es una funcién continua en la region cerrada D, entonces /
es integrable en D.

2-Si/: D¢ R2->R es una funcién integrable en la regién cerrada Dy ¢ GR,
entonces cf es integrable en laregion Dy

I cf(x;y)dA =cll f(x;y)dA
D D

3- Si ftg:Dc:R2->R son funciones integrables en la regién cerrada D,
entonces / + g es integrable sobre D, y

LG y)2g(xy)TdA =) f(x-,y)dA £ 3J g(x;y)dA
D D D

1 Sif,g: Dc R2->R son funciones integrables en la region cerrada D y
f(x",y) > g(x\y),V(x\y) e D, entonces

221
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Il f(x;y)dA > 11 g(x;y)dA

D D

En particular si f(x; y) > 0,V(x;y) G D, entonces |l f(x;y)dA >0

D
5- Si /:Dcl2-iIRes una funcién integrable en la regiéon cerrada D. y

supongamos que m y M son los valores minimo y maximo absoluto de / en D.
esto es, m < f(x;y) < M,V(x;y) G D. Entonces,

mA(D) <// /I(x; y)dA < MA(D), donde A(D) = area de ia region cerrada D
D

6.-Si /:i) ¢ 1" 1 esuna funcién continua en la region cerrada D y
D = D1UD2, donde Dt y D2 son regiones cerradas, entonces

1 FOGY)AA = jj f(x-y)dA +]] f(x\y)dA
D D o

1- Sif(x;y) >0, V(x;y) Gil y Dell, entonces
[T f(x'y)dA ~ 11 f(x;y)dA
D n

8.- Si/: D¢ M ->E es una funcién continua en la region cerrada D, entonces

I f(x; y)dA s/

D D

En particular, si \f(x;y)\ < K, V(x;y) G D, entonces

// y)dA < K.A(D), donde ~4(D) = area de la regiéon D
/IC x:
D

9.- Teorema de Valor Medio.- Si/: D¢ M2 IRes una funcién continua en la
region cerrada y acotada D, entonces existe un punto (< ?i) E D, tal que

fix;y)dA= f(i;n)U dA =/(f;n)/I(D)

INTEGRALES MULTIPLES Y APLICACIONES

Ejemplo 1.- Aplique la propiedad 5y determine la cota inferior y superior de la

integral jj (x24-y2)dA,donde D es la regién limitada por las rectas
D
X=-2X=3y=x+2Ay ==
Solucién
La regién D, como se muestra en la figura 5.5, se puede expresar como
D={xy) €R2/ 2<x<3 -2<y<x+2}
y laregla de correspondencia de la funcion integrando es
I(x;y) = X2+y2
Ei valor minimo absoluto de f ocurre en el punto (0; 0) £ D, que corresponde a
un minimo relativo de / y su valor es
m=/(0;0)=0
El valor maximo absoluto de / ocurre en el punto frontera (3; 5) E D y su valor
es
M=/(3;5) = 34
El area de la region D es

AD) =) [(x+2)- (—=2)]dx =] (x44)dx =225u2

Por tanto, en virtud de la propiedad 5 resulta

MAMD) <jj(x24 y2)dA<MA(D) <>0<jj(x24 y2)dA < 34(22,5) —765

) N
(=3:0)( 7(3;0)"x [
y /ir

0;—2)

Fg. 56

Ejemplo 2.- Aplique la propiedad 5 de integrales y determine la cota inferior y

superior de la integral J{J[ T y—4 -1dA ,donde D es la region cerrada cuya



CALCULO i

frontera es la elipse 4x2 4- 9y 2 = 36
Solucién
La region D, como se muestra en la figura 5.6, se puede expresar como

D=j(x;y) £ - 3<x<3 -~"V36Mx2 <y <"¥36"4x"

1
la funcioén integrando es /(X : = -
y g (x:y) X 1y &1
1
+ + > : = e < ;
Como 1+x y 1, entonces { (X ;Y) X2hy371 1, V(Xvy)GD
Asi, el valor maximo absoluto de / ocurre en el punto (0; 0) G Dy su valor es

M=/(0;0) =1
El valor minimo absoluto de f ocurre en el punto frontera (3; 0) G Dy su valores

m=/(3:0

El area de la region D es
i4D) = 2| —v36- 4x2dx = 6nu2
-3 *

Por consiguiente, en virtud de la propiedad 5 de integrales, se tiene

—_ N i -r—
10O < fh, 5, JHLT UTD « N < JTgS A A T o
D D

CALCULO DE INTEGRALES DOBLES POR MEDIO DE INTEGRALES
ITERADAS

CASO | Sea/: Dc R2 R unafuncion continua sobre D, donde
D={(x;y) GR2/ a<x<bh c¢<y <d]es unrectangulo
i)  Fijando la variable y en [c;d], lafuncidon / depende solo de lavariable
X, es decir, /(x; y) es una funcién de variable x continua en [a;b]

Asi, >4(y) = | /(x;y)dx, c<y <d
Ja
es el area de la region plana que es la interseccion del plano y = y0 con

el solido que esta debajo de la superficie z = /(x;y) y por encima de la
region D (Fig. 5.7). Por el método de éareas de secciones planas el
volumen del sélido es

JA(y)dyrz Ir I f(x;y)dxdy ..(1)

c Je Ja
ii) Andlogamente, fijando la variable x, /(x;y) es funcién de y continua en
[c; d]. Luego,

INTEGRALES MULTIPLES Y APLICACIONES
i4(x) = jrU/(Xx;y)dy , a<Xx<hb
es el area de la regién plana que resulta al

intersecar el plano x = x0 con el sélido.
Por tanto, el volumen del sélido es

rb rb rd
V= A(x)dx = I(x;y)dydx ...(2)
Ja ¢a Je
Fig. 5.7
Definicién 6.- Las integrales (1) y (2) se llaman integrales iteradas de / y se
escriben como

i)/ =JIf(x;y)dA =J j f(x;y)dxdy

) 1=J3Jf(x;y)dA =J J /(xc,y)dydx

( on estas integrales la region en la cual se integra la funcion / es el rectangulo
D= [a b] x [c; d]

Ejemplo 3.- Calcule las siguientes integrales

a | [ (x2y +xy2—x3)dxdy by i f (3x2+ 12x3y)dydx
4

J-3 J- Jo J-1
Solucioén
*3 r4 X3 y x"—yi x4
a) / + 2—x3)dxdy =1
)-a.(xZy Xy x3)dxdy 1T + H2 t
128 '\
(— y)dy =0
-1 3
b) /= i f (3x2+ 12x3y)dydx = i [3x2y + &3y i dx
‘O J-i Jo

§W4— 18x )dx = 7,5

CASO Il Si/:DcR2
acotada

j

es una funcion continua en la region cerrada y
D={(xy) GR2/ a<x <b agx{x) <y <g2{x)} (Fig. 5.8)
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CALCULO Il
donde gltg2' W>b] -» R son funciones continuas en el intervalo [a\ b], tal
que g1(x) < g2M,\/x E [a;b]; entonces, la integral iterada de / sobre
la region D es dada por

-b rg2(x)

Sinx-,y)dA =j i [(x; y)dydx
a Jgiu)

CASO Ilj Si/: De es una funcion continua en la r<ei>ion cerrada v

acotada
D={(x;y) EIR/ lix(y) < x <h2(y), ¢c <y < d] (Fig;. 5.9),

donde hx,h2\[c; dj -> IR son funciones continuas en el intcervalo [c; d], tal
que /ii(y) < h2(y),Vy E [c; d]; entonces, la integral iteirada de / sobre
la regién D es dada por

rr rd rFh2(x)
f(x',y)dA — f(x;y)dxdy
Je Jhi(x)

rr2y - 1
Ejemplo 4.- Calcule 1l —y-"-dA , donde D es la regién limitadaa por las rectas

D

Xx=0y=0y2x-y=4

Solucion
La region de integracién que se muestra en la figura 5.10 corresponde al caso Il.
Luego,
i0
i, Y2° dx

X
Jo Tl oax—4

INTEGRALES MULTIPLES Y APLICACIONES

r24x2- 18x 4-20 f2/ 42 '\

I e (X = - {/4x—224 -------- dx = 36 —421In3
JO X +1 JO X 4|

I jcmplo 5.- Calcule donde

D={(x;y) GIR/ 0<x<2 0<y<?2}
Solucion
1. grafica de la funcion /(x;y) = |x] + [yl sobre la regién D se muestra en la
1i”.5.11. Luego, al aplicar la definicion de la integral doble se tiene

ff(M + M)dA = (1)(1) + (1)(1) 4 (1)(2) = 4

D

Ijemp%lo 6.- Calcule 11 sen (ny-—]dA en laregion limitada por las

‘“rilicasdey = 0,y = VI+x y y=V1l—x
Solucion
I i legion de integracion que se muestra en la figura 5.12 corresponde al caso Ill.
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Ejemplo 7.- Halle Elfz(-@y-dA en laregién limitada por las graficas de

D ~

X=yjy, x=—y,y=1y=3
Solucién
La region de integracion que se muestra en la Fig. 5.13 corresponde al caso

Luego,
a2yt

- .
= 23 (ey _yey)dy = ~[ey- (vey- ey)]l = -- (e 3+ ¢)

CAMBIO DE ORDEN DE INTEGRACION

A veces es muy dificil o hasta imposible de evaluar una integral doble iterada
empleando un cierto orden de integracidn. Sin embargo, invirtiendo o cambiando
el orden de integracién de dxdy a dydx o viceversa, se puede obtener una
integral doble iterada de una manera mas simple.

Ejemplo 8.- Calcule I | tan(x2) dxdy
JOo %y
Solucién

Observe que la integral parcial 1 tan(x2) dx no se puede calcular, pues
Jy

INTEGRALES MULTIPLES Y APLICACIONES

tan(x2) no tiene antiderivada elemental con respecto a x. Sin embargo, como se
muestra el la figura 5.14, es posible cambiar el orden de integracion y definir la
regién de integracion como

D={(x;y) GM2/ 0<x <1 0<y<x}
Asi, se tiene

ff tan(x2) dA = f_ f tan(x2) dydx = f xtan(x2) dx = -In(sec(l
b (x2) 05 (x2) dy b (x2) (sec( ))2

Fig. 5.14
—yJIX
Ejemplo 9.- Calcule JT ey*dydx
Jri
Solucién
~M 3
La integral parcial | ey dy no se puede calcular, pues ey no tiene antiderivada

elemental con respecto a y. Luego, se debe cambiar el orden de integracion al
definir la regién D como

) ={(x;y) GE2/ 0<x<y2, - 1<y < 0}(Fig. 5.15)

- gdd/

Ejemplo 10.- Halle el valor de la integral

Por tanto, se tiene

dy. —

ii ey dA_U

IZ'#y]XaHl 2 f2 f2Hjx+e 2 f2 2
/=1 — ey dydx + ey dydx 4 I I ey dydx
- 4JL—IX+1 70 J-1H/iH J-ly/ X1
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Solucién

El orden de integracion indicado dydx sefiala que la regidon de integracion
corresponde al caso Il, como se ilustra en la Fig. 5.16

Luego, al cambiar el orden de integracion, la regiéon D se transforma a la region
D'dada por

D'={(x;y) EM2/ y2—y <x <y242y, 0<y<2}

Por consiguiente, se tiene

ii 2 f2 ry2+2y 7 r2 3
/= 1l eyi'dA= | | eyrdxdy = | ey*(3y)dy = - (e4—1)
fad Jo Jy*y Ja

Ejemplo 11.- Calcule [ r A dxdy
JO Jy2
Solucién
— é
La integral parcial J/ 22\b<5 dx no se puede calcular, ya que 2'JX* no tiene
y

antiderivada elemental con respecto a x. Luego, se debe cambiar ei orden de
integracion al definir la region D como

D={(x;y) gl 2/0<x<4 o<y<Vx}(Fig. 5.17)

Por consiguiente, se tiene

3/2

4 2 170
if 2°"x3dA = i f 2~*dydx = i 2*3Ax 12dx = -
AN Jn Jn Jn In 2 In2

INTEGRALES MULTIPLES Y APLICACIONES

EJERCICIOS

I. Calcule las siguientes integrales iteradas:

2 2x - r |

) | | xy3dydx R 42 ) 7 extydxdy R -

Ji Jo Jo Jo n
(il — i d)JJjx-yldydx R.
oi ?/3* 1 1 1

e). .jlex+ydydx R. —e4——-e34—
13d" J2« 4 3 12
f2ran 2 3 25

0 1l x dydx R -ed4—

JO J-V/4-a:2 2 6
riv/3 FSEAX / 10 faft 1 %

g | | 11+ )dydx hy I 1 —sech2(—\)dydx
Jo Jil2 h K xKxJ
rin8 riny N a XV2

D] | extydxdy Nl | —====dydx
Ji Jo Jo Jx ,/x3+y3
rd rd X \

k)J .= . dydx R -(V2-1)a2

o J* +y
r2 r3y

D | x(y341)V2dxdy A& 26
Jo Jo

2. Calcule /(x; y)d.4 para los siguientes reglas de /(x; y) y sobre D.

D

a)/(x;y) = 2x; Des laregion limitada por 4y = x2,x —2y 44 =0 R. 18
xsen (xy); D=|(x;y)/0<x<1, 0<y<—J

b)/(x;y) =
c)/0;y) = (1-x4H~1U2; D=j(x;y)/ 0<x<—, 0<y<Xj
d)/(x;y)= senxJ_O_r X; /0<x<*r 0< <XA R1In3
J(Xiy)= gt 0 =, (x3y) 50 0<y<x| Ry
-------- 1

e)/(xiy)=x, D= lxy) 10<x<aF 53 0y <2 n
0 /(x;y) =secy, D=|(x;y)/ 0<x<1 arctanx<y<-J

2y - 1 80
g)/(x;y) = X’\-----I--; D limitado pory = 4—x ,y =0 R 4arctan 2 — —

V Calcule las siguientes integrales cambiando el orden de integracion.
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"2 r4 1 rlorl

a i f ex"dxdy R.-(el6- 1) b) i f senx2dxdy R.-(1—eos1)
JO 3y 4 Jody 2

Jo Jy*Jal
rl rarccosx
c I 1 eseny dydx R e—1
Jo
ri rv* [s} rl rl
d I I exlydydx R - —1Ie) I | x2"14y4 dydx
Jo Ja 2 Jo

0 J[) ELcos(Zy)]Vl —k2sen2 dxdy,0< k2<1l R —j [(1 —2)32 _Iék“

° r2
9) |r |r ey dydx R. -(en+en/2) —én
*'-1 s'arccos a: n
N f( 1 ecos(Td) sen (rrxd)dxdy R —
T 1
iy f i ecosy dydx R e—1

Jo Jaresen x

4. En los siguientes ejercicios, se da una region D y una funcién /(x; y).

Dibuje y calcule f(x',y)dA
D

a) D es laregion encerrada pory = x2,y = —x24 1, /(x;y) = Xyy

b) D es el interior de las intersecciones de las elipses
2 2
+y2=1 x2+y =1 /(x;y)=x+y+1
c) D es el interior de la elipse
X2 y2 X2 y2 2
R2th=  » T l-13-%h  R-hpabe

d) D es el interior del tridangulo de vértices (-7; —6), (5; 3), (0; 0)
3 6 t 47 Q 86
f(x-,y)=exty /7,_Te +i3e -fA e 39

e) D es la region limitada pory = vx,y = 0,x = 4

i)/ (x;y) = |Ix] —|yl] —I| donde laregion D = Dx U D2, siendo

INTEGRALES MULTIPLES Y APLICACIONES

D1= [0;3] x [2;2] y D2 el tridngulo formado por las rectas x = O,
y=2Yy=8—2X R. 142/3

g) D es la region limitada por las parabolasy = x2, x = y?2
/(x;y) = xnymdonde n, m son nimeros naturales > 1
-:3m+ 5
R (m 4 D(2m 4n 4 3)(2n + ra 4-1)

5.- Calcule /(x; y)cL4 para las siguientes elecciones de f y regiones D.

D

a)/(x;y) = 2x —y; Des laregion sobrey = |x —11y debajo de
y=4- [x| R. -15/2

b) /(x;y) = xcos(x 4y); Des el tridngulo cuyos vértices son
(0; 0), (7;0) y (7r; ™) R. -3ti/2

1
c)/(x;y) = ex+y;D es laregion definida por [x| 4 y] <1 R.e-—-

d)/(x;y) = x24y; D es el tridngulo cuyos vértices son
63
Rn 32

e) fipc)y) = x +y; D es laregion acotada por el cuadrado convértices

(1; 1), (1; ), (—;—1),(-1; 1) y por el cuadrado con vértices
(2;2),(2;-2), (-25-2),(-2;2)

,|y —sen X|, —ti< X<iti A —2<Yy2
X+y , Six <54y2
1 . , Six>54y2
siendo la region D = [—t; 6] x [-2; 2] /2. 61 4 ~—) 4 8T- zr2

Sea/ una funcion continua en las regiones

= {(x;y) GR2/ x24 y2< 25}, D2={(x;y) EG2/x2+y2< 4}
D3 = {(x;y) GM2/ (x - 3)2+y2< 1} D4={(x;y) GI12/x2+y2< 1}
D5={(x;y)G 12/(x- 1)2+y2< 1}
y sea G frontera de Dh parai = 1,2,..,5
Sea ¢, la integral doble de / sobre Iy, i = 1,2,... 5 y
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cALcuLo
Ix=10, 12=3, I13=1 14=6, Is=2

Encuentre la integral doble de / en la regién limitada por las curvas dadas, en
cada caso.

a)Cxy C2 R 7 b) CLQ3y 4
)y 4 R -3 d)dtQy C3
e)C2y R 1 f) f 3y C5
7.- Dada la suma de integrales
1 2 - 2 2
f3 L3 f(x;y)dxdy + [ 3 f(x;y)dydx + [ f f(x;y)dxdy
1 J-3x J213 In-+y-|

Halle la integral doble que sea igual a la suma propuesta.

8.- Represente en una sola integral iterada la siguiente suma de integrales

y +5
( f 2xdxdy + 1 ( xdxdy + i f dxdy
J-9 J-2 Je~2-"Iny i1 A2
1-2 rO rl rl +\JI-X2
9.- Dada /= 1 1 [(x;y) dxdv + | | ['(x;y)dydx

Jo J-J2y-y2 Jqg Jl-y/l-x2

a) Represente / en una sola integral
b) Si /(x;y) = x, halle el valor de I. RO

52 CALCULO DE VOLUMENES DE SOLIDOS Y AREAS DE REGIONES
PLANAS POR INTEGRACION DOBLE

CASO 1: Sea/: D ¢ IR2-> R una funcidn continua en la region cerrada D, y
/(x;y) > 0,V(x;y) ED. Entonces el volumen del sélido S limitado
superiormente por la superficie z = /(x;y) e inferiormente por la region
D (Fig. 5.18) est4 dado por

INTLGRALLS MULTIPLES Y APLICACIONES

CASO 2: Sif,g\ D ¢ R2-» IRson funciones continuas en la region cerrada D, tal
que /(x;y) > g(x]y), V(x;y) E D, entonces el volumen del sélido S
limitado superiormente por la superficie z = /(x;y) e inferiormente pol-
la superficie z = g(x;y) es dado por

VCs) = 33Lf(x:y) - OC<y)l<m
D
AREA DE UNA REGION PLANA
Si /:Dc IR-»E es una funciéon continua en la regién cerrada D, tal que

! (X;y) = 1, V(X;y) E D, entonces el area de la region D es dada por

A(D) = 11 dA

D

Ejemplo 12.- Halle el volumen del so6lido limitado por el plano XY, el plano
X +y +z = 2yel cilindro parabdlicoy = x2

Solucién

Sea S el solido limitado superiormente por el plano z = 2 - x - y e inferiormente

por la region cerrada
D={(x;y) EIR/ 2<x< 1 x2<y< 2—x} (Fig. 5.20)
Luego, el volumen del sélido es

[Lr rir2-x 81
y =ji @—x —y)dA =3 J (2- x-y)dydx =—ull

D ~2 X
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Ejemplo 13.- Calcule el volumen del sélido limitado por el paraboloide eliptico
X2 y2

N +—=y, yelplanoy = k (fc > 0)

Solucién

La region de integracion sobre el plano XY es

D=j(x;y) GI 2/ —aVic <x < aVfc, — <y < /cj (Fig.5.21)

Luego, el volumen del sélido es

rdy/k fkb -----mmemee- nabk2
V(S) =2 _\2—yjazy - x2dydx = —-— .u3
«'-aVfc aA a n
Ejemplo 14.- Encuentre el volumen del sélido que se encuentra debajo del plano
X 4z = 0, por encima del plano z = 0 e interior al cilindro x2+y2—9
Solucidn
En el plano XY los limites de integracién de la
region D son la recta x =0, y las
semicircunferencias y = —V9 —x2 y
y = V9 —x2
Por tanto, el volumen del so6lido que se
encuentra debajo del plano z = —x y por
encima del plano z = 0 es

v =U f(x;y)dA =JJ(-x)dA
D D

rO ry]9-x2
=21 j (-x)dydx = 18u3

236

INTEGRALES MULTIPLES Y APLICACIONES

Ejemplo 15.- Halle el volumen del sélido comprendido entre los cilindros
x¢ +y2_ 16y x2+z2_ 16

Solucion
(orno se muestra en la Fig. 5.23(a), el s6lido en el primer octante se encuentra por

debajo del cilindro x2+ z2 = 16 y sobre la regiéon D en el plano XY limitada por
los ejes coordenados y lacurvay = V16 - x2 (Fig. 5.23b).

Luego, el volumen del s6lido limitado superiormente porz = V16 —x2es

r4 rvie-x2 e 1024

rr _
1/(5) = 8JJ f(x\y)dA =8J J J16-x2dydx =~y~u

Ejemplo 16.- Halle el volumen del sélido limitado por las superficies
Yy=VX, Y=25/X, X42=6, z=2
Solucién
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El solido S limitado por las superficies dadas se muestra en la Fig. 5.24a y la
proyeccién de la cota inferior del s6lido sobre el plano XY es la region D que se
muestra en la Fig. 5.24b y su representacion analitica es

D={(x;y) GE2/ 0<x <4, Vx<y<2W}
Por tanto, el volumen del sélido S es

rd4 r2\jXx 4 2\/] 128
V(S)= | 6 - x)- 2]dydx = s (4 —x) dydx = ——u
(5) Jo A[x I )~ Ady Jolvi 15

Ejemplo 17.- Determine el volumen del sélido limitado por las superficies
y—0 y=4 x=0 x=y, z=1Jy, z=2"y
Solucién
El s6lido S limitado por las superficies dadas se muestra en la Fig. 5.25a y la
proyeccién de la cota inferior del sdlido sobre el plano XY, es la regién D que se
muestra en la Fig. 5.25b y su representacion analitica es

D={(x;y) GE2/0<x <4, x<y</4}

Luego, el volumen del so6lido S es
v<n-8W y-m -I JyIZdydx%IG
D ° X

Ejemplo 18.- Calcule el area de la region R limitada por las graficas de
3x X2

y-- —,y-4-—,y=1-x2 y=x2-1lyy>0

Solucion

La region R se muestra en la Fig. 5.26

Al usar la integral doble para calcular el area de la
region R, se tiene

INTEGRALES MULTIPLES Y APLICACIONES

A(R) = A(RJ +A(R2) + A(R3)

=fj ¢A+ff ¢ A+ff A
n

1

Ejemplo 19.- Dada la suma de integrales dobles

/3 J2cos((x+y)3)dxdy +J j 2cos((x-ty)3)dxdy +1J

Uu L

243
"96" + "32" A 12 _ "96~U

2 3

"dydx+L [ J dydx+/, L -4iydx

153 25 _ 902 2

J

cos((x +y)3)dxdy

a) Cambie el orden de integracién y exprese | en una sola integral

b) Calcule el 4rea de la regién de integraciéon D

Solucién

I a region de integracion se muestra en la Fig. 5.27

i) Al cambiar el orden de integracién, se tiene

h

"2 13X

f
h

X

cos((x + y)3) dydx
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b) El area de la region plana D es

2 3X

3

A(D) = f f dydx = -u
) Ji 2 y 2

Ejemplo 20.- El cono de la nariz de un determinado cohete tiene la formade la

region limitada por el plano XY y el paraboloide x2+y24-z = 1Halle el

volumen del cono de la nariz del cohete.
Solucién

El cono de la nariz del cohete estd limitado superiormente por el paraboloide
eliptico z = 1 —x 2 —y 2 e inferiormente por el disco

D={(x;y) 6 R2/ —1<x<1 - Vi-x2<y<Vi- x2j (Fig. 5.28)

Por tanto, el volumen del cono de la nariz del cohete es

V=jjf(Gy)dA =4j | (1 —x2—y2)dydx = —u3

EJERCICIOS

L- Calcule el area de la region limitada por las curvas dadas.
a)y=|x|, 4y =4x241 R. 112
T2

b) {0By) £ R2/0 < x < x2<y <x+cos(2x)] R\ +A ~ A 2
c)y = x3-2x, Yy =6x - x3 R. 16
d y2=94x, y2 = 9 —3x

e)y =x2- 12, y X\, vy - 6- X2
2.- Determine el volumen del sélido en el primer ociante acotado por los planos
coordenados y el plano 2x+y +z—6=0 R. 18u3

3.- Calcule el volumen del solido limitado superiormente por el paraboloide

z = 4 —x 2 —2y2 e inferiormente por el plano XY. R. 4V27ru3

4.- Calcule el volumen del s6lido limitado por la parte del cilindro x2+ y2= 16
parax > 0, y > 0, los planos coordenados y el plano 2y 42z —x = 8

R (32 + 16t)u3

5.- Halle el volumen del sélido en el primer octante limitado por el paraboloide
z =x24y2elcilindrox24y2= 4y los planos coordenados. R. 2nu3

240
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6.- Calcule el volumen del sélido en el primer octante acotado por los cilindros

16
X24'y2 =4, x24-z22=4 R yu3

7.- Calcule el volumen del sélido en el primer octante acotado por las superficies

m 4
X+z22=1 x=y, yx=y2 R' 8~ 15

8.- Halle el volumen de la region limitada por el cilindro x24-z = 1y por los
planosx +y = l#y =0y z=0 R. 4/3u2

9.- El plano XY vy la superficie y2 = 16 - 4z cortan al cilindro x24-y2 = Ax
Halle el volumen de la region limitada por estas superficies. R. ISnu3

10.- Determine el volumen de la region sobre el plano XY dentro del cilindro
x2 4-y2 = 4 y debajo del paraboloide 2z 4 x24-y2= 16 R. 28nu3

11.- Determine el volumen de la region localizada en el primer octante bajo la
superficie z = xy y sobre el plano XY que se encuentra dentro de la
circunferenciax2+ y2 = lyaladerechade larectax 4y =1 R. 1/12u3

12.- Calcule el volumen del sélido que se encuentra debajo del paraboloide
z = x24-y2y sobre el cuadrado limitado por las rectas x = +1, y = 1
R. 8/3u3

13.- Calcule el volumen del sélido limitado superiormente por la grafica de
z = 1—x2—4y2e inferiormente por la gréficade x2+ 4y2—4z = 1

R. Sn/16 u3

14.- Halle el volumen del sélido en el primer octante limitado por la superficie
z=xyyelplanox 4y =1 R. 124 ué6

15.- Halle el volumen de un sélido limitado superiormente por y2= a2- az e
inferiormente por z = 0 y lateralmente por el cilindro x24-y2 = a2
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16.- Un s6lido esta limitado por las superficiesy2 +z2 = 4ax, x = 3a y situado
en el interior de y 2 = ax. Halle su volumen R. (6n + 9V3)a3u3

17.- Halle el volumen del sélido limitado superiormente por z = 2x 4-a e
inferiormente por z = Oy lateralmente porx2+ y2 = 2ax R. 3na3u3

18.- Calcule el volumen del sélido limitado superiormente por
4z = 16 —4x2 —y 2e inferiormente por z = 0y lateralmente por
X2+y2=2x R. (43/16)7ru3

19.- Halle el volumen del espacio comprendido debajo de z = 4 —y 2 arriba de
z = 0y dentro de las superficies cilindricas y2—2x =0, y2 = 8 —2x

R. 512/15u3

20.- Halle el volumen del s6lido limitado por arriba mediante el paraboloide
z = 2—x2—y2y por debajo porel planoz =2 —2y R. 3n/2 u3

21- Calcule el volumen del cuerpo limitado por la superficie cilindrica z = e~x*

e—1
ylosplanosy =0, y=x, y x =1 R~ -u
22.- a) Grafique el dominio de integracion de la expresion
ril &3r 3/4 rerrvax-3
/= f(x\y)dxdy+ f(x',y)dydx + f(x;y)dydx
Jo */0 o'-X ~3/4 '-je
b) Halle el area del dominio de integracion R. 5/3u2

5.3 INTEGRALES DOBLES MEDIANTE COORDENADAS POLARES

Sea D ¢ E2 una regién acotada por las

rectas 6 =a, 6 =6y por los circulos

r=ayr = b, como se ilustra en la

(Fig. 5.29).

Una particion P de la region D se obtiene

trazando rectas a través del polo y

circulos con centros en el polo. Asi, se

obtiene una red de n regiones llamados

rectangulos curveados. La norma de la

particion denotado por ||P|| es la longitud de la diagonal méas grande de los
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iniangulos curveados. El éarea del i-ésimo rectangulo curveado es igual a la
dilerenda de las areas de los-sectores circulares, esto es,

M =\ ri(-ei~ 9i-1) ~ \ riAdi ~ ei-1)

= - N -1)(0 i+ rAx 0 i -

i
Al definir = = -(r¢ +r™), Air =ri-ri_1, \0 = - 6i_ll setiene
A=riAirA6,, i =12 ...,n

Sea f: D ¢ R2->R una funcién continua en la region D. Si (77;#;) es un punto

en la i-ésima sub-regién con 61_1< < 6h entonces la suma Riemann de /
asociada a la particién PDde la region D es
n i
SR=£/(A;00M = M
i=1 =
Por tanto, la integral doble de / sobre la region D es
n
JJf(r;0)dA = Jim >0 f (j i",9)rtAir&ie = JJ f(r;0)rdrdd

D 1=1 /;

Observacion 4.- Sea/: D z R2 -> R una funcion continua en la regién cerrada D
contenido en el plano coordenado polar, y /'(r; > 0,V(r; ()) GD. Entonces, el
volumen del solido S limitado superiormente por la superficie z = /(r; 6) e
inferiormente por la region D esta dado por

INTEGRALES ITERADAS EN COORDENADAS POLARES

(’ASO I. Sif:D"czR2-"R es una funcion continua en la regién polar
D={(r;§/a<0</? x(0)<r < 0#f)}

contenido en el plano polar (Fig. 5.30), donde 0 j, A son funciones

continuas en [a;/?], tal que 0X0) < (p2(0), VO G |ir;/"|; entonces, ia integral
iterada de / sobre la region D* es dada por
rr P rP2{wl

lj f(r]6)dA= 1 1 f[r]Q)rdrdO
JJ Ja J(pi(6)
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CASO li. Si f: D* ¢ IR2 -> R es una funcién continua en ia region polar
D' ={(r\9) /a<r<b, 4rx(r) <9 <ip2(r) }(Fig. 5.31)
donde ip>\p2: [& b] -> R son funciones continuas en [a; b], tal que
vjli(r) < ip2(r)> Vr E [a> entonces, la integral iterada de f sobre la region D*
es dada por

rbrr[32(r)

f(r;9)rdodr

f(r;9)dA =
JJ Ja  JIy\ji(r)

Ejemplo 21.- Calcule el volumen del so6lido limitado superiormente por la
superficie z = yj4 —x 2 —y 2 e inferiormente por la region limitada por la grafica
de la circunferenciar = 2e0s 9

Solucién
En coordenadas polares, la region de integracion en el plano polar es
D=|(r;9)/ 0<r<2e0s9, --<9<-j (Fig.5.32a)
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Ademas, parax =reos9yy =rsen 9, laecuacion de la superficie es
z = Vyj4d —x2—y2=yl4d —r2c0s29 —r2sen29 = yj4 —r2

Por tanto, el volumen V del sélido esta dado por

re r71/2 r2cos9
Voollyjd—x2—y2dA=| |  yj4—r2rdrdo
JJ J-n/2 Jo
tre Fa2dddp oy 1 reoss
-2 | (4 —r2y /2rdrd9 =2 __(4_ r2)3/ 49
Jo Jo J 0
i -2 .
r 2 i6r 1 i Ql] 32\
1- sen39)d9 =— 9+ eos9 -—--e0s 9 = pn 94
n ) 31 3 0 37757

Ejemplo 22.- Calcule el volumen del s6lido 5 que esta limitado inferiormente por
el plano XY, superiormente por la superficie x2+ y2+ 4z2 = 16 y lateralmente
por el cilindro x2Fy2—4y = 0

Solucién

Para simplificar el calculo de la integral, se convierte la ecuacion cartesiana del
cilindro a coordenadas polares. Asi se tiene:

X2+y2—4y = 0 <> (reos9)2+ (rsen9)2—4rsen 9 =20
<=>r2—4rsen9 =0 <2r(r —4sen9) =0 <>r =4sen9
1.neg6, la region de interseccién en el plano polar esta dada por

)={(r;9) 0<r<4sen 0<#< t}(Fig. 5.33)

Fig 5 33

Por consiguiente, el volumen V del sélido esta dado por
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rksen u I jemplo 23.- La funcién 7:E2-> E2 que transforma coordenadas polares en
s I(*;; V2dA ok AT r2rdrdO t (»ordenadas cartesianas esti dada por
D T(r\0) = (X;y), donde x =reos0, y =rsen 6

1r7r 1 s _ 3_2 in(i  Lconae)de I nlonces el Jacobiano de T es
2.0 ~3( ¢ 3o ! dx  dx
30 p* 32 7r9 n n /(r:0) d(xy) dr do  eos0 —rsen61_,
2 e - ra, 327r 1 eos'6dd4 1 —cosddo ' d(r;0) dy dy sen6 reos6 |
3 J0 Jo 3 yo Jjil2 dr d6
320 32 sen3g ™2 sen In Ueneral, se tiene la siguiente definicion
gy sen ( sen Q

2. Definicion 8.- Sea 0: D*a En->Dc¢ En wuna funcién (transformacién)
32n  32i continuamente diferenciable y uno a uno definida por
Gy moy o

O(yi;-;yn) = (<Myi;-;yJ;-;0n(yi;-;yn))
donde las funciones coordenadas son dadas por
5.4 JACOBIANO DE UNA FUNCION DE n VARIABLES

*i = 0i(yij -;yn). == ... oz Dr(ji> -;yn)
Definicion 7.- Sea T. D*c¢ E2->D->c E2 una funcién (transformacion) 11Jacobiano de la transformacién 0 esta dado por
continuamente diferenciable dada por dxx dxa axx
7(u; v) = (x;y), donde x = x(u; i) y y = y(u; v) (Fig. 5.34) ayi ay2 3yn
. » ) -~ — Xn) dx2 dx2 dx2
El Jacobiano de la transformacién T estd dado por 4‘- p— .
dx dx axn dxn dxn
d(x;y) du dv i '
V) = a>i dv2 " mdyn
YUV = 4gv)  dy dy y
du dv I jemplo 24.- Sea 0: K4 -> R4 una transformacion definida por
0(yi.y2y3.y4) = (xi.x".xj ,donde
3 y4 x4=174
I nlonces, el Jacobiano de 0 es
et dxx dx! dxt
ayi dy2 ay3 dy4
dx2 dx2 dx2 dx2
: E@d@@qf dyl 3yj dy3 ay4
7Cyi; -1y 4) = d(>i, y2>y y*) dx3 dx3 dx3 dx3
ayx dys ay4
dx4 dx4 dx4 ax4
Fig 534

ay, ay2 ay3 ay4
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| jempio 25.- Calcule // ey+xdxdy, donde D es el tridngulo limitado por la recta

D
\ Iy = 2y los ejes coordenados.

Solucién
Sea la transformacion
CAMBIO DE VARIABLES PARA INTEGRALES DOBLES _ -

0

0
1
0

O OO w
O ON -
P =, OO

(U y - X < <
: . \V=y+XJ«:> UHYV
Teorema 1.- Sea T: D* = IR2 > D ¢ R2una transformacion de clase C1 =
(continua con derivadas parciales de primer orden continuas) definida por Para. los limites de | 61 D (Fid. 5.36 y
T(U:v) = (y) = (x(u: v): y(u: v)) (ver Fig. 5.35) ara osV in:j es de la region D (Fig. 5.36), se tiene
para todo (u; v) e D*y V(X;y) GD, donde D* y D son regiones cerradas x = 2 = ~(lado del tridngulo sobre el eje Y), entonces v —u
en R2 con Jacobiano no nulo, esto es, ) vV—u u+v 5
Six+y- ——+——=2(lado del triangulo sobre larectax +y = 2), v - 2
. ox dx I uego, la transformacion T:D* ¢ R2-» D ¢ R2esta dada por
dY)  du dv .
d(u; v) ay ay
du dv donde la regién de integracion en el plano UV es

Sif:Dc R® .es una funcién integrable en D, entonces la funcién D*=i(u;y)/ -v <u<v, 0<v< 2}(Fig. 5.36)
foT:D* ¢ R es integrable sobre el conjunto D* y

JIf(x;y)dA = \]\] f(x;y)dA = \]\] f(x(u; v); y(u; v)) \J(u; v)\dudv
T(D" D

Para el caso particular de la transformacion de coordenadas cartesianas a

i Por tanto,
coordenadas polares x —r eos 6, y = r sen 6, se tiene

\]\] ey+xdxdy = J\] euv ~ dudv = ~\},\\] elivdudv = e - e“1
\]\] f(x;y)dxdy = \]J /(reos 9; r sen 6)rdrd6
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Ejemplo 26.- Halle el area de la region limitada por las curvas xy = 1, Xy = 3, Sr.i 1i transformacion

u
X —xy = |I,x —xy = 3. x:V—
Solucién 5 y=v (v>0)
Sea la transfo)r(mamon P¢im las fronteras de la regién D (Fig. 5.38b), se tiene:
y ix = u+ v
Si y = x,entonces V = L\J/—,esto es, V' = U

u + V - - -

Luego, la transformacion T: D* —» D esta definida por Si y = 4X,entonces V.= 4 ), esto es, i;2= 4i;

T(u;v) =(u +v;Uyl7)

En coordenadas u y v, la region de integracion en el plano UV esta dada por
D’={(u;v) £IR/ 1<v<3 1<uc< 3} (Fig. 537)

Si Xy = 1,entonces )r = 1l estoes,u =1

Si Xy = 2,entonces )y = 2,estoes,u = 2

| uego, para la transformacion T: D* -> D, la region D* esta dada por
N’={(u;i;) EE2 Vi<v <2u 1<uc< 2} (Fig. 5.383)

El Jacobiano de la transformacion es Fig. 5.38a Fig 5 38b
Jusv) = d(x;y) 1
’ d(u; v) (U+Vv)2 (u+vy Uu+v IT Jacobiano de la transformacion T(u) v) = (—i?) es
Por tanto
) 3(x;
J(u: v) = (x3y)
d(u; v)

AD) =jfdxdy-fjmdudv.f f 0Oh,dudv
D D

-3

I’or consiguiente, / = JJ-dxdy :\] J (-)-dvdu —

=f [InB+v)-In(l +v)]ldv=(61In6- 14 In2)u2 4
J1

. ) N i n -
Ejemplo 27.- Calcule | = ff~ dxdy, donde D es la region limitada por las Ejemplo 28.- Calcule JJ ("i4 - x2- y2+xjdA donde laregion D es

D A
hipérbolas xy = 1,xy = 2ypor lasrectasy = X,y = 4X D={(xy) EIl 2/ x24y2< 2y}
Solucién Solucién
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En coordenadas polares (x = r eos 0, y = r sen 6), laregion D se tramsforma en
D={(r;6)/ 0<6<n, 0<r < 2sen 0} (Fig. 5.39)

Luego, se tiene:
m. rZ r2Sen6
= ||[yi4- x2- y2+x)dl=1 |
D o o

(V4 - r2+reos0) rdrdO

h Ycos30| + -sen36cos0 + - dO

8 CL 2 * 8
I \cos36\d6 + =send46 + -0
Jo 3 3
Isz’z 3646 IfU( 36)d0 8t 8/4\ 8tt_ 8n 32
cos + - cos ”
T 2 ~3~"N ~3\3/ 3" -3 9
. \]\] X2 y2
Ejemplo 29.- Calcule 1 b dA, donde
D

X2 XZ
D=\(x;y)eR2/ » +7 <1

Solucion

g . f /y\2
La frontera de la region D es la elipse +y=J =

Al utilizar la transformacién a ¢oordenadas polares, se tiene

- = rcos0 =arcos0

ly _ qepe @y =brsen0
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Asi. laregion de integracién en coordenadas polares estd dada por
D= {(r;0)/ 0<0< 2T, 0<r < 1} (Fig. 5.40)
El jacobiano de la transformacion es

$(X;y) Jacos0O —arsenO|
. - = ab
J(r;0) d(r;0) wsen0 brcosO ar

Luego, se tiene

;512 Ylda =4t £V 1-r207(r 0)ldrdo

_[I)I Jo Jo

ruz ri1 2abn

=4/ J1—r2abrdrdO —
Jo Jo

Ejemplo 30.- Calcule I’jﬁ e (x +y JdA ,donde D es la region en el primer

cuadrante acotado por el circulo x24-y2 = a2y los ejes coordenados.

Solucién
Al transformar la region a coordenadas polares, se tiene

D=|(r;0) / 0<0<-, 0<r<a} (Fig..41)

Luego, se tiene

r drdO = 4—(1 —e ")

11— -C i?
D

Ejemplo 31.- Halle el volumen del so6lido S limitado por el cono z2=x2+y2y

el cilindro x24y2—2y =0
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Solucién

El sélido S es la superficie sombreada en la Fig. 5.42, donde la regién de
integracion es el disco D cuya circunferencia frontera tiene ecuacion

X2+y2- 2y =0<>x2+(y—I)2=1

En coordenadas polares r y 0, la ecuacion de la frontera de la circunferencia se
convierte en r2—2rsen 6= 0<2r = 2sen 6. Luego, la region D se
transforma en

D ={(r;6)/ 0<6 <+, 0<r < 2sen 6} (Fig. 5.43)

Asi, el volumen del sélido S es

v(s) =D -

—2JJ V*2+y2 =2\]J r2d.rd.0
D D*

rtt/2 rlsend N

=41 | r2drdO = —u3
Jo Jo 9

Ejemplo 32.- Halle el volumen del sélido 5

que esta limitado por el cilindro x2+y2= 4

y el hiperboloide x2+ y2—z2=1

Solucion

Al hacer z = 0 en la ecuacién del hiperboloide, se obtiene x2+y2= 1. Esto
significa que la region de integracion, es el anillo circular comprendido entre las
circunferencias X2+ y2= 1y x2+ y2 = 4 (Fig. 5.44), es decir,
D={(x;y)612/1<x24y2< 4}

Luego, el volumen del sélido S es
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=JJ [vx2+y2- 1- (-V*2+y2-1)] dA =2jJJ72+y2- 1dA
D D
En coordenadas polares la regién de integracion es
D={(r;6) /0<0<2n 1l<r<2}

Por consiguiente, el volumen del sélido es
r2n r2

vas) = 21 JI_ alr2—1rdrdO = 4V3nu3
i

Jo

Ejemplo 33.- Halle el volumen del solido limitado superiormente por la
superficie esférica x2+y2+ z2= 4, inferiormente por el plano XY vy
lateralmente por el cilindro x2+y2=1

Solucién

El sélido S se encuentra bajo la superficie esférica y arriba del disco circular
D={(x;y) EM2/ x2+y2< 1}

En coordendas polares la region de integracion es
D*= {(r;0) EM2/ 0< 6 <2n, 0< r< 1}{Fig. 5.45)
Por tanto, el volumen del sélido S es

V(S) = J\] - X2- y2dA:J \] V4 —r2rdrdO = - (8 - 3V3)7TU3

EJERCICIOS

l.- Calcule las siguientes integrales iteradas

a) I i Sjx2 + y2dxdy R. ﬂ
Jo Jo J
2w W
b) h | e<x2+y2i dydx [?.-('-e “4)
“0
rvit ryjn-y2 r3 r-y
o | I sen (x2+y2)dxdy d) 1 1 sen (x2+y2) dxdy

J-viTJ-Jn-y2 Jo J-V18-V2
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rr 16T
g) I Vx* +y2dA) D:x2+y2<4 ~3

D

h) JJxydA; D:0<y<Y' y < j I -y 2(sector circular) R.

n2a ryjlax-x2 1
J | dxdy R- 2na2
0 Jo

En los siguientes ejercicios, use las transformaciones indicadas para calcular la
integral doble dada.

a) Calcule JJ eos (™ j7”) dxdV >donde Des lareg'én limitada por
D

x+y =1 x=0y=0 R. sen

b) Dadala?unciénff{x;y):s —i)2+ (y-1)2y£1
W4 4(x- 1)2- (y- 1) -y> 1

halle JJ f(x;y) d/1, siendo D la region limitada por las curvas

fmmmmm———- 571
y=1l-y/2x-x2 y=1+2yj2x-x2 R —

Sugerencia: Use latransformacionu =x - 1, v-y- 1

mi eJx+2ydA, si Des laregion limitada por las rectas x + 2y = 4,

D
X —2y = 0yeleje X
R. 3 + e2 Sugerencia: hacer x =u2+v2, y = uv

) CV2295 2 x dy :donde D es la regién limitada por las parébolas

D
X2=y, y2—X, x2=4y, y2—4x
Sugerencia: Hacerx = u2v, y = v2u

eos 4 —cosi6  eos4 —cosi

*u 12 + 3

e) jj y dydx,donde D es laregion limitada por las curvas
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X+5=y4ey2, x+- =eyj2

Sugerencia: Haceru = x y —ey}b, vV —X —Yy —eyn R. 500

extydydx,haceru =x4y. y —uv
«
o#Jo

g) JJ Vx24-y2dxdy,donde D es laregion en el plano XY limitado por

e—1

38w
X2+y2=4, x¢i,4-y2=29
.- Evaluar la integral doble de
z=/(x;y) =5sjx24y2 en la regién triangular
de vértices en (0;0), (1;0), (1;1)
Solucidn
Al hacer x = reos 6, y —r sen 6, se tiene
D'=|(r;0) /0<9< 0<r <sec6l
rirh rsec@ n
Luego, / = r2drdo = - (V2 +In(l 4 \/2))
Halle el &rea de la region limitada por las curvas
Xy = 4, xy = 8, xy3= 15 xy3=5 R 2 1In(3) u2

Encuentre el area de la region en el primer cuadrante del plano XY, limitada
por las curvas x24-2y2 =1, x242y2=4, y = 2X, y = 5x

Halle el volumen del sélido limitado inferiormente por el plano XY,
superiormente por el elipsoide de revolucion b2x24- b2y 2 4-a2z2 = a2b2

2
y lateralmente por el cilindro x24y2- ay =0 R /=-a2b(3n —4)u3

En cada uno de los siguientes ejercicios, halle el volumen de S.
a) S es el solido limitado por las superficies
z2=0 2z=x24y2 x24y2=4 [ 4itur
b) 5 es el conjunto que se obtiene cortando una esfera de radio 4 con un

. ) ) ) 32n i— 3
cilindro de radio 2 cuyo eje es un diametro de la esfera. /?2.——(8 - 3V3)u

c) S es el conjunto limitado por el cono z2 = x24-y 2y el paraboliode
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/2 r3/ r2\ QJr
3z =x2+y2 R.V=AJ J - —jrdrdO = — u3

d) Slesta limitado por las superficiesz = x y 2z = x2+y2 R. (7r/4)u3
e) 5 estd limitado por las superficies z2=x2+y2 y =0, y =X, X = a

V2 +In(l + V2)a3
/2. ir

8.- Calcule \]\] ex vy dA,donde D es laregién acotada por los circulos
D

X24y2=1y x24y2=9 R. 7re(e3- 1)u3

xdy

9.- SeaDelanillo 1 < x24y2< 2.Calcule g-"-"-r—d
J (x24y2)2
D

Encuentre el volumen del sélido acotado por los cilindros

y =x2, y =x3ylosplanos z=0, z=143x+2y R (61/210)u3

dxd
10.- Calcule la integral ﬁ X ,donde D es el tridangulo con
D
o n &
veértices (0; 0), (2;0), (I;V3) R. — arctan
11.- Halle el volumen del sélido acotado por las superficies
Z=X2+y2 y z:\z(x2+y2+ 1) R. 2u3

12.-Use coordenadas polares para obtener J\] f(X, y)dA para la funcion ;

D
y la region D dada.

1
a) /(x;y) =x2+y2'" es region en el primer cuadrante entre los circulos

2+y2=a2 2+y2=D0b2 0<a<hb R. _In
X y y X y > MW
b) /(x;y) :(;L +_y¢_y ,D es laregién del ejercicio a n. ’l‘l-ln Va/
258

INTEGRALES MULTIPLES Y APLICACIONES

13.- Halle el volumen de la regién situada sobre el disco x24 (y —1)2< 1y
acotada por arriba por la funciéonz = x2+y2 R.(3n/2)u3

éx4 yan
14.- Calcule || xy (— 4-— )dxdy, donde

ti-
D
D=1<x;y)6E2/—4- <1l x>0, y>0

ato

X2 2
Sugerencia: Use la transformacion — = r eos 0 y_ =rsen0 N ——
a b 32

15.- Halle el volumen encerrado por las superficies definidas por ias ecuaciones

9 0 3mi4
X 4y“=cz, x“4dy“=ax, z=0 r " u'
fa dxdy / ab \
16.- Pruebe que ——memeemelee[-= = -@rctan—=======
M JO JO (c2+x2+y232 ¢ VcVaz2+¢ 2+¢ 2/

Sugerencia: Use coordenadas polares.

17.- Halle el volumen del sélido en el primer octante acotado por los cilindros
parabdlicos z = 9 —x2, x=3—y2, y=0, x=0 R 486V3 /35 i3

18.- Halle el volumen del s6lido limitado por el plano XY, el cono z2 = x24y2

32
y el cilindro x24-y2 = 2ax R. — a3u3

19.- Calcule el volumen de cada una de las siguientes regiones
a) La region entre el paraboloide a2z = H(a2—x2—y2) y el plano XY

wHa2 ,,
....... u*
2
b) La porcion del primer octante de la region del cono a2y 2 = h2(x24-z2)
) (nazh
entrey = 0ey=1li R ( ~ Ju*r

20.- Calcule el volumen de los s6lidos descritos, usando integrales dobles y

coordenadas polares.
a) Interior del cilindro x24y2= a2, entreelplanoz =0 y z = x en la cual

x>0

o 2y -
.o=a
3U
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b) Interior del cilindro x24-y2= a2,entrez =0y a2z = /i(x24-y?2)
1. —a2hu3
c) Laregion entre la esferax24y24-z2= 4a2y el cilindrox24 (y —a)2= a2

16
/?. — a3(37r-4)u3

5.5 APLICACIONES DE LA INTEGRAL DOBLE

CENTRO DE MASA DE UNA LAMINA
Cuando se usa integrales simples para encontrar el centro de masa de una lamina
homogénea se considera solamente laminas de densidad de éarea constante.
Emplearemos ahora integrales dobles para determinar el centro de masa de
cualquier lamina homogénea o no homogénea.
Sea D una lamina que tiene la forma de una regién cerrada en el plano XY, y sea
p la medida de densidad de area de la ldmina en cualquier punto (x;y) de D,
donde p: D ¢ R2 -» R es funcién continua sobre D.
La masa total de la ldamina D esta dada por

I. El momento de masa de una lamina D con respecto al eje X estd dado por

2 De manera similar, el momento de masa de una lamina D con respecto al eje Y
es

Por tanto, el centro de masa de la ldmina es el punto (x;y), donde

My Jp xp(x;y)dA _  Mx fiDyp(x:y)dA
M ffD p(x\y)dA M ffD p(x; y)dA
Ejemplo 34.- Una ldmina que tiene la forma de un tridngulo rectangulo isdsceles

tiene una densidad de area que varia con el cuadrado de la distancia al vértice del
angulo recto. La masa se mide en kg. y la distancia se mide en pies. Si la longitud
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de cada cateto del tridngulo is6sceles mide a pies, encuentre la masa y el centro
de masa de la lamina.
Solucioén
La densidad de area de la ldmina triangular en todo punto (x;y) es
p(x;y) = k(x2+y2)
Como se muestra en la figura 5.46, laregién D estd dada por
D={(x;y) Gl 2/ 0<x<a 0<y<a—x}
Luego, la masa, el momento de masa con respecto al eje Y y al eje X de la lamina
son:

M=jj k(x24y2)dA =kJ J (x2+y2)dydx =-ka4

d 00

Af,

Jj xp(x;y)dA

kJ J X(x2+ y2)dydx =

Mx

JJ yp(x-,y)dA

D

o _ (MY Mx\ SZa 2a\
Por tanto, el centro de masa de la [aminaes (X;y) = y— ;— J = —J

Ejemplo 35.- Encuentre el centro de masa de una ldmina homogénea (de densidad
constante) que tiene la forma de la region limitada por la pardbolay = 2 - 3x2y
larecta3x 42y —1 =10

Solucién
Como se muestra en la figura 5.47, la regién D limitada por la parabola y la recta

estd dada por
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13 1
D=[o0:y) / -2—----éx <>§/< 2 —3x2, —-2< X <1

La densidad de la ldmina en todo punto (X; y) G D es constante e igual a p.
Luego, la masa y los momentos con respecto a los ejes coordenados son

nl-3X2 27
M pdydx =—p
1.1/2 « 3 16
x 27 -3x* 27
M 3 pydydx =- P, my x RXdxdx =-£p
- a

/1 4n
Por tanto, el centro de masa de la lamina es (X;y) = y- ;-J

Ejemplo 36.- Encuentre el centro de masa de una lamina semicircular de radio a,
si la densidad de la lamina en cualquier punto P(x;y) es proporcional a la
distancia del punto P al centro del circulo.

Solucién

La densidad de la lamina en cualquier punto

P(x;y) esta dada por y

p(x;y) = khjx2+y2

Como la ldamina es simétrica con respecto al eje r
Y (Fig. 5.48), entonces el centro de masa esta '
sobre el eje Y. Asi, x = 0

En coordenadas polares la lamina semicircular
esta dada por

D- {(r;0) /0<6<n 0<r <a]
(Fig. 5.48)

Luego, la masa y el momento con respecto al eje X son

nra na3k
M k\ir2rdrdd = ——

Jo Jo

fnfa ka4
My = | I (fcr)r(r sen 9)drd9 = —
Jo Jo

. o _ (3a 3an
Por tanto, el centro de masa de la ldmina semicircular es (X;y) = ("0, —
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EJERCICIOS

I In los siguientes ejercicios encuentre el centro de masa de una I&mina que
tiene la funcion de densidad p y la forma de la regidn limitada por las curvas
dadas.
ay = \/)Z, y = 0, X = 4; p es unaconstante R. §1—2 |
b)x2—y2=1 x = 3; p(x;y) =X
c)x2-fy2=64; p=x2+y2 dy=x3y= p = 2X

e)y =0, y =Va2—x2;p = 3y y2=xx=y 42; p=x22

g)Vx + Ay = Va, X=0, y =0, p =xy

h) x23+y23=a23 x= 0 y=0p=x22

* - Encuentre el centroide de las siguientes regiones planas,la densidad es cte.
a) Laregion en el primer cuadrante entre x = 0, X = 1y entre

/43 59\

b) La region en el primer cuadrante fuera de la parabolay 2 = 2x e interior

. . _ /30n —88 2\
al circulo ?// = 4x —X R. —

c) El area en el primer cuadrante acotado por la curvay = x3y la recta
15 B4\
y = 4x R- (i5:21
d) La region en el primer cuadrante acotada por lacurvay = 5x2—x4y la
rectay = x

3.- Encuentre la masa de un plato cuadrado de ladoa, si su densidad es
proporcional al cuadrado de la distancia desde un vértice R. 2ka4d /3

4.- Encuentre la masa de un disco circular de radioa, si la densidad es
proporcional al cuadrado de la distancia desde un punto sobre la
circunferencia al centro. R. kna4/4
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MOMENTOS DE INERCIA DE UNA LAMINA

Definicion 9.- Si una particula de masa m
se encuentra a d unidades de la recta
entonces el nimero IL= md2 se llama
momento de inercia de la particula
respecto a L.
El momento de masa de una particula se
Ilama usualmente el primer momento y el
momento de inercia, el segundo momento
de la particula respecto a L.
Un sistema de n particulas de masas
m>m2 .., mn, situadas a distancias
d1,d2, ..,dn respectivamente desde una recta L , tiene un momento de inercia /
que se define como la suma de momentos de las particulas individuales.

71

[ =" rriid2

=i
De igual manera que para los momentos de masa de una lamina, se puede obtener
los momentos de inercia de una ldmina D de densidad p:D cl2->1 con
respecto a los ejes coordenados X e Y.
Estos momentos de inercia de una lamina que tiene laforma de una regién plana
Dy una funcion de densidad p: D ¢ IR2 -» R ,con respecto alos ejes X e Y estan
dados por

X =jjy2p(x;y)dA, 1Y= JJpr(x;y)dA
D D
El momento de inercia de la ldmina alrededor del origen o el eje Z esta dado por

0= ix +iY=1JJ02+y2)p(x;y)dA
D

Observacion 5.- Si D es una lamina en el plano XY que tiene una densidad
continua p: Da R2 R, entonces los primeros momentos MItM2 de D en
relacién a las recta x = a, y = b estan dados respectivamente por

M? = \]\](X - a)p(x;y)dA, Mu= J\] (y - b)p(x\y)dA
D D

264

INTEGRALES MULTIPLES Y APLICACIONES

Observacion 6.- Los momentos de inercia de una ldmina D respecto de las rectas
Lx\x =a, z=0; L2y —b, z —0; L3:x =a, y = b son, respectivamente:

[“ = JJ X- a)2p(x;y)dA; /b= \]\](y - b)2p(x-, y)dA
D D

C =JJI(x~ 32'@ ~ b)2]p(x; y)dA

D

Definicion 10.- El radio de giro de un objeto respecto de un eje L es el nimero R

dado porR = ,donde ILes el momento de inercia de Ly M es la masa total

del objeto.

Ejemplo 37.- Encuentre Ix y 1Y para la lamina homogénea que tiene la forma de
laregion D acotada por lacurvay = Vxypor lasrectasy = 0, x = 4
Solucién

D={(xy) /0<y<Vx 0<x<4} K
(Fig. 5.50)
Puesto que p es una constante, se tiene y :ny
r4 64
D f D
256 x=4  Wx

=3 px2dA = f4Jr* pxgdydx = ="
hg 5.50

Ejemplo 38.- Una lamina rectangular homogénea limitada por las rectas y = 0,
y =b,x =0yx = a tiene una densidad de area constante de p kg /pie3. Halle
el momento de inercia de la ldAmina con respecto a una esquina.

Solucioén
Sea D la ld&mina rectangular homogénea mostrada en la figura 5.51, esto es

D={(x;y) ER2/0 <x< a 0<y<h]
Luego, el momento de inercia de la lamina con respecto a una esquina (origen de
coordenadas) es

1° = JJ(X2+ y 2)pdA = i pab(a2+b2)
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Fg. 551 Fg. 5.52

Ejemplo 39.- Halle el radio de giro de una lamina semicircular de radio a con
respecto a su didmetro, si la densidad de la ldmina en un punto es proporcional a
la distancia entre el punto y el didmetro.
Solucioén
Como la densidad de la l&mina en cualquier punto (x;y) es proporcional a la
distancia entre el punto y el diametro (eje X) (Fig. 5.52), entonces
p(x;y) = ky

Luego,

ra r\ja2-x2 2 ra f'/“2-*2

M=1 1 ky dydx =-ka3, Ix=1 1

J-cJO n *'-a Jo

Por tanto, el radio de giro R de la lamina esta dado por

ky dydx = 15

Ix Vio
‘\Z = 5 a = 0,6325a

Ejemplo 40.- Encuentre el radio de giro de una lamina homogénea que tiene la
forma de un triangulo de catetos a y b, con respecto a un eje perpendicular a
plano del triangulo que pasa por el vértice del &ngulo recto.

Solucioén

El tridngulo de catetos a y b se ilustra en la Fig. 5.53, donde la ecuacién de la
a

hipotenusaes y = —x +a

Como la densidad de la ldamina es constante p, entonces la masa y el momento de
inercia con respecto al eje Z son, respectivamente:

rr ri r~bx*u pab
PdydX =

M

266

, 4kab

INTEGRALES MULTIPLES Y APLICACIONES

N\
JIp(x2+y2)dA = pJbl bX (x2+y2)dydx = (a24b2)

Por consiguiente, el radio de giro de la lamina con respecto a su eje perpendicular
es

17 aa2+ b2
Ve

Ejemplo 41.- Una lamina homogénea de densidad de area p kg/ pie2 tiene la
forma de la region acotada por un tridngulo is6celes que tiene una base de
longitud b y una altura de longitud h. Encuentre el radio de giro de la lamina con
respecto a su eje de simetria.

Solucidn

El trfAngulo iséceles se muestra en la figura 5.54, donde la ecuacion de uno de los

. 2 h
lados iguales esy = —— x +h

Luego, la masa y el momento de inercia con respecto al eje Y son respectivamente

rr rblf/f rh g>l<
= 1 pdA =2p | d
D 0 0

ydx = —

h =JIP(x—0)2dA=2pj J

Por tanto, el radio de giro de la lamina con respecto a su eje de simetria es

iy DbVvé

R= v
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CALCULO 11l

. . . 2 3 (3a(2+7m 3a(2 + 7m"
Ejemplo 42.- Una l&mina rectangular ABCD tiene R' 3a ' \ 32 ) 32 )
f””C'Of‘ o_le densidad . Encuentre_ el radio de giro e) Una lamina tiene la forma de la region acotada por un triangulo cuyos lados
de la I_afmma respecto ai lado AB si p es constante. son los segmentos de los ejes coordenados y la recta 3x + 2y = 18. La
Solucién _ densidad de &rea varia con el producto de las distancias a los ejes
El rectdngulo ABCD se muestra en la figura 5.55. D coordenados.
Luego, se tiene:

re r\AD\ r\AB\ 2.- Halle Ix, 1Yy /Opara las regiones dadas. Considere p = 1

M= pdA =pJ J dydx = p\AB\AD\ Fig. 555 a) La region limitada por la parabolay 2 = Qx y larectax = 2

b) La region limitada por la grafica de la ecuacion \X\ + |y| = 1 R 1/3, 1/3, 2/3
o MAD\ rAB\ P\AB\\AD\3 c) La region limitada por la grafica de la ecuacion [xj 4 [yj = 1
ag = Il x2pdA = p | | x2dydx

3.- Una lamina rectangular ABCD tiene una funcion de densidad p. Encuentre el
Por tanto, el radio de giro es radio de giro de la ldmina respecto a
a) AB si la densidad en el punto P es la suma de las distancias de P a AB y BC.
b) La recta perpendicular a la lamina én B, si la densidad en un punto P es la

suma de las distancias de P a AB y AC.
c) La recta perpendicular a la lamina en su centro de masa, si p es constante
\BD\

V3

[eb_ \AD\

R =
M V3

EJERCICIOS

En los siguientes ejercicios encuentre la masa y el centro de masa de la ldmina

dada, si la densidad de area es como se indica.

a) Una lamina tiene la forma de la region rectangular acotada por las rectas
x =3,y =2y los ejes coordenados. La densidad de area en cualquier

4.- Una ladmina circular con centro en el origen y radio a, tiene una funcion de
densidad p. Encuentre el radio de giro de la [dmina respecto a:
a) Un diametro, si p es constante R a/2

b) Una perpendicular a la lamina en el origen, si p es constante
punto es xy 2

c) Una tangente, si p es constante R. aVv5/2
R. 12 kg..(2:1)
L B ) 5.- Una lamina tiene la forma de un tridngulo con lados de longitud a, b y c.
b) Una lamina tiene la forma de la region acotada por la parabola x2 = 8y, la Suponiendo que p es una constante, encuentre el momento de inercia de la
rectay = 2 yel eje Y. La densidad de area varia con la distancia a la recta lamina respecto al lado de longitud c.
176 , (35 102\ ch3
y=_1 R' Ts kg"\22'Yff) R. ?V(h es la altura sobre el lado c)

c) Una lamina tiene la forma de la region acotada por la curvay —ex, x —1
y los ejes coordenados. La densidad del area varia con la distancia al eje X.

k(e2—1) /1 4fe3—1
r K(e2—1 A s _ na3b
2 9\e2—1 a) respecto al eje Y Ro——

N . x2 y2
6.- Calcule el momento de inercia de la elipse — + Ex =1
ag

nab

d) Una lamina tiene la forma de la region en el primer cuadrante acotada por el b) respecto al origen de coordenadas R — (a fb)

circulo x2+y2 = a2y los ejes coordenados. La densidad del &rea varia
con la suma de las distancias a las dos orillas rectas.
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7.- Calcule el momento de inercia del area del circulo
(x —a)2+ (y —b)2 = 2a2, respecto al eje Y. R. 3na4

8.- Calcule el momento de inercia del area de la figura limitada por la parabola
y2 = ax y larectax = arespecto alarectay = -a

9.- Halle el momento polar de inercia de la regiéon F en el plano XY limitado por
x2—y2—I, x2—y2=9, xy =2 xy =4, ladensidadp =1
Sugerencia: haceru = x2—y2, y = 2xy R. 8

10.- Calcule el momento de inercia de la superficie limitada por la hipérbola
Xy =4ylarectax +y = 5 con respecto a larectay = x
Sugerencia: La distancia desde el punto (X;y) alarectay = x es igual a
X-y 3
d=—= R 16 In2 —9 -
V 8

11.- En una lamina cuadrada de lado a, la densidad es proporcional a la distancia
hasta uno de sus vértices. Calcule el momento de inercia de dicha lamina con
respecto a los lados que pasan por este vértice.

12.- Halle la masa, centro de masa, momento polar de inercia de la lamina D cuya
densidad p se da por:
a) D limitada por y=0, y = sen X, 0 < x < n, p varia con la distancia al eje X.
v o_ 1 _ 16 TP Ti3
R M=-, X=-, y= lo=4+y2
b) D limitada por y = ex, x = 1 y los ejes coordenados, p varia con la
distancia al eje X.
c¢) D limitada por la cardioide r = 2(1 + e0s9), p = k
20
R. M = fakir, x = y=0
d) D acotada por una rama cerrada de r2 = a2eos 29, densidad p = k
ka2 _ an ka4n
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AREA DE UNA SUPERFICIE

El método dado en la seccion 4.5 de Topicos
de Calculo Vol. Il s6lo fue aplicado para
calcular el area de una superficie de
revolucién. Ahora se presenta un método
general para determinar el area de la porcion
de la superficie z = /(x;y) que se localiza
sobre una region D del plano XY.

Sea f\D & IR2-> R una funcién no negativa,

con primeras derivadas parciales continuas en

la region cerrada D en el plano XY. El area de la superficie z = /(x; y) que esta
sobre D (Fig. 5.56) esta dada por la formula

Observacién 7.-
i) Si fuera mas comodo proyectar la superficie S sobre el plano XZ, se usa la
formula

donde D' es la region cerrada en el plano XZ.

ii) Si la proyeccion de la superficie S esta sobre el plano YZ, se usa la féormula

..(no

lii) Si la funcién esta definida en forma implicita por la ecuacién
F(x;y;z) = 0; z=/(x;y); entonces, el area de la superficie z = /(x;y)
con base D en el plano XY es dada por

(V)
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Ejemplo 43.- Halle el area de la parte de la esfera x2 4y24z2= 4 que se
encuentra arriba del paraboloide x24 y2 = 3z

Solucién
La esfera y el paraboloide se cortan en z = 1. Luego, la superficiede laesfera que

se encuentra arriba del paraboloide esta arriba del circulo
D: x2+ y2 < v3, esto es,
D={(x;y) e IR - V3<x<V3 - V3-x2<y<V3-x 2}(Fig. 5.57)
Al despejar z en la ecuacion de la esfera, se obtiene
z=/(X;y) =74 - x2-y2
Al usar la formula (1), se tiene

w7 J-(i) 4=
ff

Al pasar a coordenadas polares, resulta

r2n ryf3 rdrdd f2n
AS)y=2 ... = -
Jo Jo V4-r2 Jo

dA

(-2)dQ = 4xru-

Ejemplo 44.- Determine el area de la parte de la esfera x24 y2 4 z2 = 2ay que
es cortada por un manto del conoy2 = x24-z2

Solucién
La esfera y el cono se cortan eny —a. Luego, la proyeccién de la esfera

y = f{x\y) = a4Va2—x2—z2 que se encuentra arriba del cono sobre el
plano XZ proporciona la region
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D={(x;z) GR2 -a <x <a - Va2- x2<1z < Va2—x2}(Fig. 5.58)

Al aplicar la formula (11) a la funciény = /(x;y) = a + Va2—x2—z2, se tiene

Va2 r2—r2

Al pasar a coordenadas polares, se obtiene
2T [ i
J | drdO = 2na2u?2

0 Jo Vaz- r2
Ejemplo 45.- Encuentre el area de la parte del paraboloide x24-y2 = 8 —z que
esta comprendida entre los conos
z2
X24y2=7z22, X2+y2=—yz>0

Solucion
El paraboloide z = 8 —x2- y2 yelcono x2+y2=7z secortanen z =1
z2
(z > 0), y el paraboloide y el cono x24-y2 = T se cortan en z = 4 (Fig.5.59).
Luego, la proyeccion de la porcion del paraboloide comprendido entre los conos
sobre el plano XY proporciona la region D que sé muestra en la figura 5.60.

d d
Como d_i = 22X, Fi = 2y, el area de la superficie S esta dada por
1+ (1) +0© «l=1IV I +4«=+ V<M

Al pasar a coordenadas polares, se obtiene
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rmi2 ryi7 i

A(S) = 4 Vi 4 4r2rdrdG =- (29V29 - 17VI7)u2
Jo J2 6

Ejemplo 46.- Halle el area de la partedel cono y2 +z2 = 3x2 que se encuentra
arriba del plano YZ e interior al cilindroy2+2z2 = 4y

Solucién
La region D en el plano YZ interior al cilindro se muestra en la figura 5.62 y esta

descrita por
D={(y;z) GR2/0<y <4 —yjdy-y2<z<yldy- y2

zi L
r - 4cos0
0 4 y
(y~2)2+z2=4
Fig. 5.62

Al despejar x en la ecuacion del cono, se obtiene

y24-22
*=1(y;2) =
N

Asi, el area de la superficie 5°que se muestra en la figura 5.61 es

D N D
Al pasar a coordenadas polares, la region de integracion esta descrita por

D'=£(r;6)/ 0<r <4e0s6, —<0<— (VerFig.5.62)
Por tanto, el area de la superficie S es

rr 2 cn/2 r4cosd 2 8n 9
AS) =ffj=dA-2]j | T3rdrd$=" U
o
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Ejemplo 47.- Halle el area de la parte del cilindro z2 + x2 = 16 que se encuentra
arriba del plano XY e interior al cilindro x2+ y2 = 16

Solucién
La parte del cilindro z2 + x 2 — 16 que se encuentra arriba del plano XY c interior

al cilindro x2 4-y2 = 16 en el primer octante, se muestra en la figura 5.63 y su
proyeccién sobre el plano XY esta descrita por la region

D=[0;y) SIR/0<x<4 0<y<VI6-x2] (Ver Fig.5.64)

Luego, el area de la superficie z = V16 —x2 es 4 veces el area de la superficie S
que se muestra en la figura 5.63, esto es

dz\2 (dz\2
. _// _dA
di) +U dA V16

4 ry)i6-x2
dydx = 64u2
V16 —x 2

Ejemplo 48.- Calcule el &rea de la parte del cilindro x2+y2= 16 que se
encuentra entre los planos z = x, z = 2x, en el primer octante.

Solucién
La parte del cilindro que se encuentra arriba del plano XZ, se muestra en la figura
5.65 y su proyeccion sobre el plano XZ esta descrita por la region

D={(x;z)GE2/0<x<4, x <z < 2x} (Ver Fig. 5.66)
Por tanto, al usar la formula (11), el 4rea de la parte del cilindro

y = /(X; z) = V16 —x 2 esta dada por
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Fig. 5.66

+ 0dA
16 —x 2

i 4 —dA =4[ f wm 1l..=dzdx = 16u2
JJ VI16-x2 JOX VI6-x2

EJERCICIOS
1- Halle el area de la superficie que se forma cuando los planos x —0. x = 2,
y =0,y = 4 cortan al planoz —2x —y —5

2.- Halle el é&rea de la porcion del cilindro x24-y2= 4 comprendidoentre el
plano z = 5x y el plano XY. R. 80

3.- Halle el area de la porcion de la esfera x24-y2 -f z2 = 8y que esta dentro del
paraboloide 5y = x24-z2 R. 407T

4.- Halle el area de la parte del paraboloide y24 z2 = 8x interceptada por el
cilindro parab6licoy2 = 2x y el plano x = 6 R. 224na2/9

5.- Halle el area de la superficie que se forma cuando los planos x —0, x = 1.
y =0,y = 1lcortanalplano2x 4y +z =14 R. V6

(5- Halle el area de la superficie que se forma al cortar elcono x24 y2 - z2or
el planox 4y = 4
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7.- Halle el area de la porcion de la superficie que se forma al cortar la esfera
X24y24 722 = 4x por una hoja del conoy24 z2 = x2 R. Qn

x

z
8.- Halle el area de la parte del plano - 4 y—4— = 1 comprendida entre los

I bec

o

planos coordenados R. -1yj|é"2'6'2"21—"6'26'271:'é 2c2

9.- Calcule el &rea de la parte de la esfera x24-y2+ (z —4)2= 16 que estd
dentro del cono z2 = 3x2+ 3y2

10.- Halle el area de la parte del cilindro x24-y2 = a2 (z > 0) comprendida entre
ios planos z = 5%, z = 2x R 12a2

11.- Calcule el area de la parte del cono x24 y2 = 3z2 que se encuentra arriba
del plano XY e interior al cilindro x24 y2 = 4y

8Vv3
R. —TQJ”

12.- Halle el area de la porcion de la esfera x24-y24 z2 = 36 que estd dentro
del cilindro x24-y2=9

13.- Encuentre el area de la parte de la esfera x24 y24 (z —2)2~ 5y que estd
fuera del paraboloide x24-y2 = 3z

14.- Calcule el area de la parte del cilindro x2 + y2 = 2ax comprendida entre el
plano XY yel cono x24-y2= 22 R. 8a2

15.- Halle el &rea de la parte de la superficie z = x2—y2 que esta dentro del
cilindrox24y2= 4

16.- Halle el area de la parte de la esferax24-y24-z2 = 4z y que esta dentro del
paraboloide 3z = x24-y2

17.- Calcule el area de la parte de la esferax24 y24 z2 = a2 cortada por el

tb\

I d ,)S 'y - 1 2 8 2 N
/2"'\&

18.- Sea D la regién en el primer cuadrante del plano XY que esta limitada por
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2 2

X
araficas de . H'YZZ 1, x =0, x=2, y =0. Halle el area de la parte

de laesfera x24y24 z2 = 16 que esté sobre D.

z2situada dentro del cilindro

R. 3zra

19.- Halle el area de la parte del cono x2=y24
Xx24-y2 = 2ax. Sugerencia: Use coordenadaspolares

20.- Encuentre el area de la parte de la esfera p = a, que esta dentro del cono

0 = R na?’
*

4
2 1.- Halle el area de la porcién del plano x = z que esta entre los planosy = 0,

X2 v2 22 72 B
— 4—=1 R.—5 LZ 4-V2In(14 \I2]

3/[ = 6Jy dentro del h|PerboI0|de 6 36 *9

22.- Halle el area de la parte del cilindro y2 = 4x  cortada por la esfera
x24y24 z2 = 5x Sugerencia: Proyectar lasuperficie sobre el planoXY

23.- Sea D laregion en el plano XY limitado por las curvas xy = 1,2x 4 4v = 9
Establecer una integral iterada que se pueda usar para calcular el area de la
parte del cilindro y2 = 2z que se encuentra sobre la region D.

r2 94y
R. i

[ Vy2+ 1dxdy
h/4 hily

24.- Halle el area de la parte del paraboloide x2 4-v2 = 3z que esta dentro de la
esferax24y2422=29

25.- Halle el area de la parte del cono z = ~/x24-y2 cortada por el cilindro
(X24y2)2= a2(x2—y?2) R- V2a2

26.- Encuentre el area de la parte del paraboloide z = x2 4 y2 que estd bajo el
plano de ecuacién z —k

27.- Encuentre el &rea de la parte de la superficie que se forma al cortar el plano
V3904

3X 4 4y 4 6z = 24 por los planos coordenados
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28.- Calcule el area de la porcion del plano x4-y + z = 6, comprendida entre la
interseccion del plano con el cilindro x2 4-y 2 = 9 hasta la interseccion del
9V 3(4-f)

————— v m———— u

plano con el plano XY, en el primer octante .

29.- Halle el éarea de la porcién de la esfera x24-y24-z2= 9 exterior al
paraboloide x24-y2 4-z= 9 R 6nu2

30.- Sea D la region en el plano XY limitada por las rectasy = x,x = 1ley =0
Encuentre el area de la parte del cilindro 2z = x2 que est4 sobre D.
2V2 - 1
R. -

31.- Halle el area delapartedel cono z2 = x2 4-y2 que estad dentro del cilindro
r2 = 4ceos 26 R. 8V2

32.- Sea D la region en el primer cuadrante del plano XY que esta encerrada por
las graficas x2= 4y, y2=4x( x4y = 3, y = 3. Halle el area de la

. ) / 53V3\
porcion del planox +y 4z = 10 que esta sobre D. R. 112---—-- yé~)u

5.7 INTEGRALES TRIPLES
Las definiciones de la integral doble que se dieron en la seccion 5.1 se extienden

facilmente a funciones de tres 0 mas variables independientes.

Definicion 11.- Se dice que un conjunto U a R3 es acotado, cuando existe un
paralelepipedo rectangular R = [a;b] x [c;d] x [e;/], tal que Uc R El
paralelepipedo R puede ser descrito como

R={(*;y;z2) cR3/a<x<bh c<y<d e<z<]/)

Definicién 12.- Una particion de R es un conjunto de la forma
P=Plx P2x P3
= x [yi-i,yil X [Zfc_i;zfc] 1~ ¢n l1<j<m, 1<k<qg}

donde Px = {x0,...,xn] es una particién del intervalo [a; 2%, P2 = {yo*—i>m) es
una particion de [c; d] y P3 = (z0, ... ,zq) es una particion de [e;/].
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Observacion 8.-
i) Toda particion P del paralelepipedo P, divide en nmq sub-paralelepipedos de la

forma

Rijk = [Xi-i.xi] X [y7_i; yi]l X [zk_" zkj, entonces

P={Rijk / 1 <i<n, 1<j<m, I<k<q]
ii) El volumen de cada sub-paraleiepipedo Rijk

para i=1,.,n, j=1,..,m k=1..%

se denota por

AijlcvV = AixAjyAkz
Se verifica que

ANCAMRV = (b- a)d- c)(/-e)
i.j,k
iii) Se denomina norma de la particion P al
nlimero
[IP|| = max{diag(Rljk) / 1<i<n, 1<j<m 1l<k<q)

Definicién 13.- El conjunto de paralelepipedos Rijk de P que tienen al menos un
punto en comun con el conjunto U ¢ E 3 se denomina particion de ¢7, esto es
PJ = {Rijk/ RiknU* 0, 1<j<n 1</<m, 1<k<q}

FUNCIONES INTEGRABLES

Sea/: Uc IR3-» IRuna funcién acotada en la
region cerrada y acotada U. Sea Pi; una
particion de U y sea Pljk = (xy,-; zf) un
pumo arbitrario escogido en Pift £ PU de
modo que f(P Lk) esta bien definida, como se
ilustra en la Fig. 5.68.

La Suma de Riemann de la funcion /
asociada a la particiéon Pu es

n i f(Xi;yfzk)bijkv =1 1 1 f{.xi)yj-,zk)AixhjyAkz
k=17=1i=I =1)=ii=i

Definicion 14.- Una funcion acotada f\U ¢ IR’ -> IRes integrable Riemann sobre
el conjunto acotado U, si existe un ndmero L con la propiedad de que, dado
£>0, 38 >0,tal que
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4 n n
IUiiyyjZfc"xAyyAfcZ - , < £
k=1;=1 ¢=
para toda particion Pu con HP"H < 5 y toda eleccion del punto Pijk G Pi7C Este
nimero L es llamado integral triple de / sobre Uy se indica con el simbolo

Q m n
L A = Aj sy -
M1 1 ev 50y

Teorema 2.- Si una funcién /: U c IR3 -> IRes continua en el conjunto cerrado y
acotado U, entonces siempre existe la integral triple de / sobre U.

CALCULO DE INTEGRALES TRIPLES MEDIANTE INTEGRALES
ITERADAS

Sea D ={(x;y) GIR3/a<x<b, Ox(X)<y<02W) una regién cerrada en
el plano XY, donde ot02:[a;6] IR son
funciones continuas con

0i(x) <02(x);Vx G[a; d
Seai p | a’b] -> IR funciones continuas en la

region cerrada Dy que

0i(x;y) <02(x;y), V(x;y) GD
Sea
U—{(xy;z) GM3/a<x<b 0*x) <y<02x), 0i(x;y) <z<x2(x)I

una region cerrada en IR3 (Fig. 5.69)
Si f:U c IR3-> IRes funcidén continua en i/, entonces la integral iterada de f es

o r(p2(x) rty2{xy)
f(x\y\z)dv = 1 | I
Ja JfaXx) Jx(xy)

/(x;y;z)dzdydx

Analogamente, podemos definir otras cuatro integrales iteradas de /(x;y;z) en
las que la primera integracion se efectué con respecto a una variable distinta de z.
Estas integrales son

r/ rd20) rHi(y\z)
ff(x',y',z)dv = | f(x; y; z)dxdydz

Je Jg{z) *wity;z)
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rer r& rK2{m ﬂ’im@) I’UZ}/‘.Z)
f(x;y;z)dVv = f(x;y;z)dxdzdy
J3J Je Jkt(y) JHi(y,2)

rf rH2u) rC2(x2)
f f(x\'y; 2)dVv = f(x;y; z)dydxdz

u Je JHi(z) Jghx2
rer e rik2{) ra2xy
4. f(x;y;z)dv=

JJJ Ja Jkxix) Jgl(x,z)

f(x;y;z)dydzdx

PROPIEDADES FUNDAMENTALES DE LA INTEGRAL TRIPLE

1 Si/,g:Uc IRB—IR son funciones integrables en el conjunto acotado U.

entonces se tiene:

a; JJJ cf(x-,y, z)dV =¢cJIJ /(x;y, z)dV, c = constante
u u

JII[/I(*;y;2) xy; 2)]d.V = JJJ /(x;y, 2)d,V £ JJJ g(x; y\z)dV
v U U

2. Si/ y g son funciones integrables en el conjunto acotado U, tal que
10 ;y;2z) > 9(x-, Y, 2), V(X;¥; z) £ U, entonces

JJJ f(x;y;z)dV > JJJ g{x\y,z)dV
u u

3. Si/ es una funcion integrable sobre los conjuntos acotados Ay B con
A n B = 0, entonces f es integrable sobre AUB y

JIJ f(x;y; z)dVv = JJJ f(x;y; z)dV + JJJ f(x;y;z)dV

AUB A B

Ejemplo 49.- Calcule JJJ /(x;y; z)dV,donde U esta limitado por las superficies

u
z=0,y=0y=%x, x+y=2 x4y+z=3 /(x;y;z) =3

Solucion

INTEGRALES MULTIPLES Y APLICACIONES

Setiene U= {(x;y;z) EM3/0<z<3-Xx-Yy, y<x<2-y 0<y<1}
Por tanto,

\]\]J f(x;y;2)dV = \},\\] A

3dzdxdy = 3

Ejemplo 50.- Calcule \]\]\] f(x;y;z)dV, donde U esta limitado por las
u
superficiesz = 0, x2+z =1, y24z=1 /(X;y;z) =22
Solucién
La region de integracion es
U- {(x\y\2) EIRY -VI -z <*<VIl-z# —Vi—z<y<VI —z 0<z<)
Por tanto,

1T Avl-z rVi—=

Ejemplo 51.- Calcule jjj/(x ; y; z)dK ,donde U esta limitado por las
u
superficiesy24-z2 = 4ax, y2= ax, x = 3a, f(x-,y;2z) =x2
Solucién
Se tiene:
U=|(x;y;z) ER3j 4ax - y2<z<ydax-y2, - yfax<y <yfax, 0< x < 3aj

r3a rvax ryjdax-y2

f(x;y; 2)dV = 1 | x2dzdydx
yJO J-yjax J-y]4ax-y2 =
r3a rlax -3a
6V3 a 4- 47ra\
=1 | ~_2x2VAax - y2dydx = | 2 re X 6dX
N J-yax JOo
c/3V3 4 2w>
= 27ab5

| I cos(6y2) dzdydx

rvil4 rvr4 r4
‘JO J* ~2

cambiando el orden de integracion.
Solucion
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Después de calcular la primera integral en el orden dado, nos encontramos con la limitado por las superficies dadas y/ es la funcién dada
integral de la forma / cos(6y 2)dy que no es una funcién elemental. Para evitar el
problema, cambiamos el orden de integracion a dzdxdy para que y sea la variable
exterior. Asi, laregion de integracion es

a) x =0 x="a2-y2-2z2; /I(x;y;2) =X
a ryjat-z2 ryja2-y2-z2

xdxdydz
U={(x;y;z) 6 R3/0<x<y, 0<y<Jild, 2<z< 4} u
Por consiguiente, se obtiene b)yx24-z2= a2 y2+z2=a2;, /I(x;y;z) =x24y2
ryfid ry r4 rjfij* ry c)x=0,y=0 z—0, x12+yUR4z12=a2al2; /(x;y;z) =12
I = 11 cos(6y2)dzdxdy = 2eos{6y2)dxdy ad
Jo Jo 2 Jo Jo
840
- - . 9 0 243
- 2y cos(By )dy = d)z =x 4y, z=27 —2x0—2y8; I(x;y;2) =1 12 fansdll
EJERCICIOS - Calcule JJJ ydV,si Ues laregién acotada por el tetraedro formado
1.- Calcule las siguientes integrales iteradas u
FL rl-x fl+y2 fe iy 2 rfkmx por el plano 12x 4 20y 4 15z = 69 y los planos coordenados R. 15/2
I xdzdtydx bM =7 dzdxd
9 -0 Jo wy y 4y w0 ez y
N2 rRli2  rXZ y F2 ry ryi3z z
c) . . 4.-Calcule JJJ zdV ,si Ues laregion acotada por el tetraedro que tiene vértices
| L i cost idydxdz 11 s T ~ dxd2dy "
rnrnrn n3—n sen ti2 . .1 . .
e) Xy sen (yz)dzdydx R e — o (Ov Ov 0)1 (11 1 O), (11 01 0) y (1v 01 1) R 1/24
Jo Jo Jo
rin2 'M( rX+y2 5.- Calcule las siguientes integrales triples sobre el sélido U dado
f) 1 J i yez dzdydx
J-\n2Jo Jo
rlrZry A r2 X Wax y a) (x 4 2y - 3z)dxdydz,
gi ) Rqo A i AT A dzdydX
~fo ry .rx 77 -((*;y=2) 1 0<x<yld—y2 0<y<2 0<z<3j
)1 171 (22-y)dzdxdy R —
fa ria?1n2 rsia”" Ay*  coeeceeeees nad b) (x24y24 72ydv,
oo I JaN-x~Ny2dzdydx R -
JQJO _Jo ={(x;y;z) I 0<x<y2 0<y<Vz 0<z<lI}
r2 r2x ryjxy z dzdydx /81V3\ 9
c) ex+y+zdxdydz, Ues el tetraedro con vértices (0; 0; 0), (3; 2; 0),
J rTiji2 rCOsG r4+rsen6 rn/2 wi+coso /macosh(-)
1) I I rdzdrdd m) | I I rzdzdrdQ _ N 3
o I o J—i2 )1 1-cos 0 Jasenh () 3;0), (0;0;2) R - (es- Se3+ 5e2- 1)
y —2z . . i
2.- En los siguientes ejercicios calcule jj /(x;y; z)di7,donde U esta ) I rdxdydz, Ues laporcion del espacio que, en el primer
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octante, estd limitado por el cilindro y2+z2= 1y los planos x = 1y Entonces, el volumen del solido es
X =4
] V= T |ydzdydx =1 u3
VOLUMEN DE UN SOLIDO MEDIANTE INTEGRALES TRIPLES Jo Jo Jo /
Seaf\U ¢ R3-> IRuna funcion definida en la regidn cerrada y acotada U, tal que Ejemplo 55.- Calcule el volumen del sélido limitado por los planos z = -1
f{x\'y; z) = 1, paratodo (x;y; z) E U. Entonces, z = 1y por el hiperboloide x2+ y2—z2= 1
Solucion
veurijjjecv El s6lido U se muestra en la figura 5.72 y su proyeccién D sobre el plano XY en
u la figura 5.73.

es la medida del volumen del sélido U.

Ejemplo 53.- Encuentre el volumen del sélido limitado, por arriba, por el
paraboloide z = 4 —x2—y 2 ;y, por abajo, por el plano z = 4 —2x.
Solucioén
El sélido es

U= [(X;y;2)/ 4- 2Xx <2< 4-X2-Yy2-y 2*- X2<y <yj2Xx- X2 0<x< 2]
Entonces el volumen del sélido U esta dado por

V2x-Xx2 rd-xz-yz n
I dzdydx=—u3
n\iZX—XZM—Zx "
La gréfica del sélido se ilustra en la Fig. 5.70. .ue”o,

V(U) = 2 volumen del cilindro de radio 1y altuta 1 4-JJJ dV

n+JJj dzdxdy = 2n 'l"ZJJ (I —yjx2+y2—1) dxdy

Al pasar a coordenadas polares las fronteras de la regién D, se tiene:

ren r\2 L 871
V(U)y = 2nt 2j ) (1-yjr2- DrdrdQ = — v*

Ejemplo 56.- Calcule el volumen del solido
interior a los cilindros
y2 = 2X, x2+y2= 4x (parte mayor) debajo del

Ejemplo 54.- Encuentre el volumen del solido en el primer octante acotado
inferiormente por el plano XY, superiormente por el plano z = y, lateralmente
por el cilindroy2 =x, y el planox = 1

Solucion plano x 4z = 5y por encima del plano z = 0.
Se tiene

U={(x;y;z) / 0<z<y, 0<y<Vx, 0<x<1) (VerFig. 5.71)

Solucién
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El sélido U se muestra en la figura 5.74 y esta descrito por

U= i Yz 70<z<5 - x, ¥~<X<Yjd—y24s.2, . 2 <Yy<2

Por consiguiente, el volumen del sélido U es

e r\l*-y2+2 rsdC : 224\
= I dzdxdy = i6én 4 .

nm
J-2Jy?2i2 Jo ' H

CAMBIO DE VARIABLES EN INTEGRALES TRIPLES

Teorema 3.- Sea T: U*c IR3->Uc IR3 una transformacién continuamente
diferenciable y uno a uno en U*, donde U* y U son regiones cerradas en IR3.
Ademas, supongamos que U = T(U*) y 0(u; v; w) = (X;y; z) donde

d(x;y;z)
X =x(u;v;w), y=yu, v\Ww), z=2z(u;v;w)y J(u;v;w) = A2
Sea/: i/ ¢ IR3 -> E una funcién integrable en U. Entonces,
/ ©T: U ¢ R3 ->E es integrable y

/ =1JjJ f(x;y; z)dxdydz
u

= JJJ f(x(u; v; w);y(u;v; w);z(u; v w)) |[/(u; viw)\dudvdw
u

Ejemplo 57.- Si se sabe que el volumen de una bola de radio 3 es 36nu3, calcule

22
el volumen del so6lido D encerrado por el ellpsmde 1%
Solucién
L X\2 \2 fZ\2 .

Al transformar el elipsoide (-] 4 EYJ 4 = 1 auna esfera de radio 3,
se tiene:

X U

- = —, de donde resultax —2u

6 3

y v 4v

= = —,de donde resultay = —

;W Sw

- = —,de donde resulta. = —

i

Asi, la ecuacién de la frontera D en el sistema XYZ se transforma en el sistema
UVWenu24v24w2=09.

INTEGRALES MULTIPLES Y APLICACIONES
- [ X 2 22
Luego, elsolido D = l(lx; v;2) | =4 —4—<1

resulta ser laimagen del sélidoD* = {(u; Ww) SE3/ u24v24 w2 < 9},
esto es,

4v 5w\
T(D*) = D, donde 7(u; i% w) = yZu) ) 37

El Jacobiano de la tramsfformacion de T es

digowxi 20 00 0y
Gy:) 0 43 0

duew) g o 53 %

Por consiguiente, el volumen del sélido D es

T7(u; iz w) =

V.ol . jff
D D D*

i2k,,,(«-) - £<3*0 .

INTEGRALES TRIPLES EN COORDENADAS CILINDRICAS

Sea T:Dc E3->D*c¢c E3 la transformacion de coordenadas cilindricas a
rectangulares, esto es,

T(r; 6)z) = (X;y;z) = (reos0;rsen0;z) (r>0,0<0<2n)

donde x = reos6,y =rsen6,z =1z
El Jacobiano de la transformacion T esta dado por
cosO -rsen6 O
sen6 rcosO0O O
0 0 1
Por consiguiente, el cambio de variable para la funciéon /: D*c E3->E
integrable en el conjunto cerrado y acotado D* en coordenadas cilindricas es

JJJ f(x;y;z)dV* = JJJ f(r eos 6 ;r sen 0] z)rdzdrd6
D D

Ejemplo 58.- Halle el volumen de la pocion de la esfera x24-y24-z2 = 16 que
se encuentra dentro del cilindro r = 4sen 6

Solucién

En coordenadas cilindricas, la ecuacién de la esfera es z2 = 16 —r 2.

Luego, el volumen de la porcidn de la esfera que se encuentra dentro del cilindro
(Fig. 5.75) es
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rj rASenG ryjl6-T2
V=4 rdzdrcLQ
Jo jo Jo
rn/2 r4send 128
=41 | (16 —r2)Y2drd# = ——3n —4)u3

Jo Jo

Ejemplo 59.- Halle el volumen del s6lido limitado por las superficies
X2+y2=9z2=9-—Xx2—y2,x24y24 (z—16)2= 9enlaregibny —x > 0
Solucién

Al pasar a coordenadas cilindricas, las ecuaciones de las superficies son,
respectivamente

r=3 z=9—r2 (z—16)2=9 —r2(ver Fig. 5.76)
Por consiguiente, el volumen del s6lido es
rBn/4 r3 ri16—/9-r2 171

K= | iJ rdzdrdO = —7~v?
Jji/d ™0 "9-r2

INTEGRALES TRIPLES EN COORDENADAS ESFERICAS

Sea T:Uc M3-» U' ¢ IR3 la transformacion de coordenadas esféricas a
rectangulares dada por

7(p; 0;<p) = (peosO0sen qxp sen 9sen qp eos (p), donde
Xx=peosOsen(p y=psen9sen<p| z =peosqy

El Jacobiano de la transformacion T estd dado por
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eos 0 sen —psen 0Osen @ peos9eos (p
7(p; 0; (0 = sen9sen@ peosO sen p sen 9 eos @
eos (p 0 —psen P
Por tanto, el cambio de variable para la funcion /: i/* ¢ H3
conjunto cerrado y acotado U* en coordenadas esféricas es

integrable en el

JIJ f(x;y;2)dV* = JJ) f (peos 9 sen qop sen 9 sen ; p eos cp)p2sen qpdV
u* u

Ejemplo 60.- Halle el volumen del sélido sobre el cono z2 = x24 y2 e interior a
laesferax24-y24-22 = 2az

Solucién

Al pasar a coordenadas esféricas, las ecuaciones del cono y de la esfera son
respectivamente

n
0:4—y p = 2aeos (p
El s6lido U' se muestra en la figura 5.77 y esta descrito por
={(p;0;$)/0O<p<2acosd,.0<$<”, 0O<0< 27]

Por tanto, el volumen del sélido U* es
V(U p2sen g dpdcpd9
=[]/
u*
rZi M/A i-2aeos 0

p2sen (pdpdcpd9 = na?v?
Jo Jo Jo

Fig. 5.77 Fig. 5.78
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Ejemplo 61.- Halle el volumen del cono de helado seccionado en una esfera de
radio 6 por un cono con un semiangulo de 30°. tal como se indica en la Fig. 5.78.
Solucidn

- -7 n
En coordenadas esféricas, la ecuacion de la esferaesp = 6y del cono @ = 3

El sélido U*se muestra en la figura 5.78 y esta descrito por

u*={(p;es/ 0<p<B 0<0< 0<6 <2t
Por consiguiente, el volumen del sélido U*viene dado por

r2uU rTu/6 r6
=1 1 I p2sen (pdpdcpdO = 72n(2 —V3)u3
Jo Jo Jo

Ejemplo 62.- Calcule JJJ /(x; y;z)dV,donde /(X,y;z) = -/Ix24y24 22

u
y Ues el solido limitado a la derecha por la esfera x2 Fy24-z2=2ay (a > 0) y

a la izquierda por el conoy = Vx2+ z2.
Solucioén
En coordenadas esféricas, la ecuacion de la esfera x2F (y —a)2+ z2= a2es

__________________ )
p=2aeo0s L,y = V*2+ z2es = ;i y yx24y24z2= p, laecuacion del
cono.

El sélido U* se muestra en la figura 5.79 y esta descrito por

U =|(p;6\(p) / 0<p<2aeos(p, 0< (*<— 0<<9< 2nJ

Por tanto, la integral triple resulta

INTEGRALES MULTIPLES Y APLICACIONES

z)dVv
2n rn/4 r2aCoOS(p V2

8 -
p3sen dpdcpdO = a4 Ti

Ejemplo 63.- Utilice coordenadas esféricas para calcular el volumen del sélido

limitado por las superficies x = y]y24 z2, x = y el plano x = 4

Solucién
En coordenadas esféricas, la ecuaciéon del conox = Jy24-z2 es @=n/ 4, la

ecuacion del cono x = n es@=—ydelplanox = 4esp = 4see @
El s6lido U*se muestra en la figura 5.80 y esta descrito por
I ti n
U= |(p; 0; )/ 0<p <4dseem, TS 0<6<2n\J

Por consiguiente, elvolumen delsélido esta dado por

r2mutar/3r ['4sec”> 87T
p sen @dpdcpdO =
'O Jdd Jq 3

Ejemplo 64.- Sea S un sélido interior del

cilindro y24z2=4 y limitado por las

superficies cilindricas x = z2 y

X —6 = (z —2)2. Halle el volumen de S. x=6+(=2)2
Solucién

En coordenadas cilindricas y —r eos 6, X =1
z—rsen6 x=x la ecuacién del

cilindroy24-z2= 4 esr = 2, del cilindro

X =22 es X = r2sen26 y del cilindro v e =d
X —6 = (z—2)2esx = 64 (r sen 6 —2) Hg. 581

El sélido £* se muestra en la figura 5.81 y esta descrito por

(= {(x;r;6) / r2sen20 < x < 64 (rse?i0—2)2, 0<r<2 0<0<2n]

Por tanto, el volumen del sélido S resulta
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r2n r2 r6+(rsen0-2)2
V(S)= . rdxdrdO
Ja 10 Jrgsenzo

r2i r2
J (I10r 4r2sen 0)drd0 = 40nuA

o Jo
. . X2 y2 122 -
Ejemplo 65.- Calcule/ ” ] dxdydz donde U es el s6lido
=1l 1-72~152~~
u
2 yL2 n2
d | elipsoide —+ —+ —=1
encerrado por el elipsoide — + —, L

Solucién
Al pasar a coordenadas esféricas, se tiene la sustitucion

X .Y .
2 —0eo0s 6 sen a, b—: p sen 6 sen 0,

Luego, la transformacion T: U* -> U esta dada por

=peosO

O'N

P(p; 0\0) = (X;y; z) = (ap eos 6 sen 0; bpsen 0 sen 0; cp eos 0)

y el Jacobiano de la transformacion T esJ(p; 6\ 0) = abep2sen 0
El s6lido U* esta descrito por

U* = ((p;0;0) / 0<p<1l1l 0<6<2n 0<0 < t}
Por tanto,

Tl r2h n 2abc
I=1 1 | (1- p23/2abcp2sen <idQdcpdp =

Jq Jg Jq

Ejemplo 66.- Halle el volumen del sélido interior a lassuperficies x24-z2 = 4y,
X2+ z¢ = 5—yy exterior al cilindro x24-z2=1

Solucién

En coordenadas cilindricas x = reos9, z=rsen0 y y =y, la ecuaciéon del
paraboloide x2 +z2 =4y es y =r2/4, laecuacion del paraboloide
X2422=5—y esy = 5—r2 vy la ecuacion delcilindro x24- z2= 1 es
r=1

Luego, el sélido S esta descrito por

S=|(;y;6)/1<r<2 —<y<5—r2 0<6<2n| (Fig.5.82)

INTEGRALES MULTIPLES Y APLICACIONES

Fig 5 82 Fig. 5 83

Por tanto, el volumen del sélido S esta dado por

"2k - -5%r2 45w ,
V(S) r dydrdO ——8 u

4

Ejemplo 67.- Calcule / = /\RG —y2—4x2dV sobre el sélido S limitado
superiormente por el paraboloide z = 16 —y 2 —4x2 e interiormente por el plano
z=T1.
Solucién
La proyeccién de la curva interseccién del paraboloide z = 16 —y 2 —4x2 con el
plano z = 7, sobre el plano XY es
4x2+y2=9 «(y) +(f)2=1
Al transformar a coordenadas cilindricas, se tiene
2X y 3
3 = I €o0s 6, 3—: rsen 0, z=z"=>x=-r eosO,2 y =3rsen0, z —z
Asi, la transformacion esta dada por
<3
T(r; 6;z) = (x\y,z) = ™ reos 0; 3r sen 6m2)
Vv su Jacobiano es

d(x;y;z) _ 9

¥ U"Z\) Tamevz) 2

El s6lido S se muestra en la figura 5.83 y estd descrito en coordenadas cilindricas

por
5={(r;0,z)/0<r<1 0<0<2t 7<z<16- 9r2}

Por consiguiente, se obtiene
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| FEN ri nlé-gra 9 /1664 + 196V7\ solido esférico de radio Ry centro en el origen,y (a; b\ ¢)es un punto fijo
=1 I 1 V16 —9r* -rdzdrdd = "N---mm-- 55— J* 4nR3 t gn_llg
fuera de esta esfera. R——(a24 b24c2) UZ
EJERCICIOS S - , -
3.- Con ayuda de coordenadas cilindricas o esféricas, evalle las siguientes
Use coordenadas cilindricas o esféricas para calcular la integral triple en cada integrales:
caso
dxdvdz ) a) JJJ (x24y24 z22)3/2dV, U x24y2422<1 . —
a B, —,donde Ues laesferax 4y*4z22< 1 R u

If fw24—y24—(z - 2)2

/fa ryla2-x2 ryja2-x2-y2
b) 1 | |
Jo Jo Jo
B wi fye2-x:
ol 1 1 7*2+ y2dzdydx
) Jo Jo Jo y y
2 Nj2X2 i
d 11 i zyix2 -rzy2d2etygl 2 R -a?
JO "o 0
rl ryjl-x2 ryj\-x2-y2 » A
e) I 1 i +y2+ z2dzdydxR.-
Jo Jo Jo
rifve rx [-vi-x-r 11V2 1
f) 1 11 z(x2-ty2)~1/2dzdydx R
Jo Jo Jo

Zyja2- x2—y 2dzdyde.20

g) (x2 4 y2)dxdydz, donde Ues el sélido acotado por la superficie
tf

16
x24-y2= 2z yelplano z =2 R —n
h) e idK,donde Ues el solido interior a la superficiez = V*2+ y2
u
y limitado por los planosx +y = 0,z = a,a>0
T/ a2 |\
R. —"ea(a - 1) —+ 1)

Sugerencia: Use coordenadas cilindricas

Calcule [[jL(x- a)24 (y- )24 (z- c)2]~i/2dxdydz,donde Ues el
u
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In(l 4 V2) - —
24

b) JJJ (x24y2)dV, Ues laregion entre las superficies

u
n(4yl/2-S)
x24¥2422< 1, x24y2<2z2 R —-—
15V2
o[l dxdydz"' sjenclOjj jaregion entre x24y2+2z2= a2y
Jﬂ‘] (x24y2422)32
X24y2422= 12, dondea>b >0 ft. 4itin )

d&>//1 xyz(x24y24 z2) 12dxdydz, donde Ues el primer octante

u
as
de laesferax24-y24-z2< a2 —

4.- Calcule / = JJJ(x+y+2)(x+y - z)(x -y - z)dxdydz,donde U

u
es el tetraedro limitado por los planosx +y +z =0,x4y - z =0,

X y z—0,2x z—1 R. 1/180

5 Calcule JJJ y/x24y2+ z2dK, donde Ues el sdlido limitado por las
u

superficiesz = Jx2+y2, z —3 N

Utilice coordenadas cilindricas y cambie el orden de integracion.
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CALCULO 11l

6.- Halle el volumen de la region limitado por los cilindros hiperbolicos xy = 1,
Xy = 9,xz =4, xz = 36,yz = 25,yz = 49
Sugerencia: Hacer xy = u, Xz =v,yz = w R. 64u3

7.- Calcule \]\]\] X-sjx2 4y 2dxdydz, donde U es el sdlido exterior al cilindro
u
x2-fy2—2y = 0y limitado por las superficies z = -Jx24-y 2,
x2-hy2=2z2412,x4y >0 R. 410,31 u3
Sugerencia: Utilice coordenadas cilindricas.

8.- Halle el volumen del solido limitado superior e inferiormente por

2 X2 y2
-é---L———Z bz2 = 9y lateralmente por 3 -f - z2=1 R. Q8nu3

Sugerencia: Primero hacer el cambio x' = x/3,y' =y/2, z' = z, luego pasar
a coordenadas esféricas.

9.- Halle el volumen del sélido limitado superiormente por la esfera
X24y24 (z —I)2 = 1einferiormente por el paraboloide z = x24-y2

10.- Halle el volumen del sélido bajo la superficie z = 4 —x2 —y 2; interior al

m
cilindrox 4y — 1y sobre el plano XY. R —u

11.- Halle el volumen del sélido U limitado superiormente por el cilindro
parabélico z = 4 —y 2 e inferiormente por el paraboloide z = x2 + 3y 2

R. 47TU3
oz Xy
12.- Encuentre el volumen del paraboloide o = ;24- Y cortado por el plano
¢
nabc

13.- Encuentre el volumen en el primer octante acotado por el paraboloide
z =x24y2elcilindroy = x2,y losplanosy = x,z = 0 R. 3/35v?

14.- Halle los volimenes de los cuerpos limitados por las superficies que se
indican.

INTEGRALES MULTIPLES Y APLICACIONES
a) Por los cilindros z = 2/ x2, y = 2x- x2 y por los planos x = 1/2,
x = 3/2,y =0,z = 0enel primer octante. R. (4In3- 2)u3
y2 x2 z2

b) Por el hiperboloide de dos hojas —4—------21----5-: lyelplanoy = 4
16V37T
Re ~T*“ U

c) Por los cilindros x2 =4 - 4z, y2= 4 - 4zyelplano XY. R. 8u3

d) Por el paraboloide z = x2+ 2y2yelcilindroz = 4 - x2 R. 47ru3
. .. 22 X24y2 .

e) Por encima de la superficie — = ——=— y por debajo de! plano

z—rimonx2+’y(;<a? R. n_h_a_2u3

0 Por los paraboloides z = x24ry2y z - x24-2y2 y los planos y =X,
y=2x,X=1 R. (7/12)u3

g) Por los cilindros z = In(x 4-2) y z —In(6 —x) y los planos x = 0,
X4y =2yx-y=2 R. 4(4 - 3In3)u3

h) Por el paraboloidez =x2+y2yelconoz2=xy R. (n/96)u3

i) Por el paraboloide x24-4y2=z el plano z=0 y los cilindros y2 = x,
*2=y R. 3/7u3

j) Por las superficiesy2+ z2 = 4ax, x = 3a, y2= ax

R. (6rr 4-943)a3u3
k) Por las superficiesy2=a2- 2z, z=0, x2+y2= ax

R V= 15a37 3
. = m- u
L. X2 y2 .22 Qnabc
Acot I f ===y = ]
1) Acotado por las superficies 5 s ﬁ
m) Por el paraboloide y2+ z2 = 4a(x 4 a) y laesferax24y24z2=c2
"N
suponiendo que ¢ > a R. 2na(c2- —)u3
D . (X\2 2
n) Por Iasuper?iue X /34- =1 R- /y\Z?/u3\2/34nabc

15.- Sea U el sélido interior al cilindro y2 4-z2 = 4y limitado por las superficies
cilindricas x = z2,(z - 2)2= (x - 6). Halle el volumen de U R. 407TU3

16.- Calcule el volumen del sélido limitado por la superficie @ = n /4,y las

esferasp =2, p = 6eos<p R~ 48V2jnu3



u

CALCULO 11l

17.- Determine el volumen del solido limitado por los conos z = yjx24-y2 ,

z="9%x249y2yelplanoz —3 R. 87ru3

18.- Calcule el volumen del sdlido encerrado entre las superficies x24-z2 =y 2

yr24zg:5'y 2. %5nu3

19.- Determine el volumen del sélido limitado por el cono x2 = y24-z2y el

448

paraboloide x = 20 —y2—z2 7. -—nu3

20.- Calcule el volumen del sélido limitado por el hiperboloide de dos hojas

4(5V5 - 1
(z 1)2—x2—y2=1yelcilindrox24y2=4 /2. ( ----------- )—7ru3

CENTRO DE MASA Y MOMENTOS DE INERCIA DE UN SOLIDO

Sea Ua R3 un sélido y p: Uc R3->R una funcién continua sobre U y que
representa la densidad de U en todo punto (x;y; z) E U.
1 La masa total del sélido esta dada por

» = 111 p(x;y;z)dV
u
2. Los momentos de masa respecto a los planos coordenados del sélido U con

funcién de densidad p: Uc R3-» R son
:Lf y ./Ixz = JJJ yp(x‘y*zdv>
u u

MYZ = JJJ xp(x;y; z)dV

Por tanto, el centro de masa del s6lido U es el punto (x;y; z), donde
JJIJJIxp (x;y;z

JJJ pO; vy; z)dI7 M JJJI p (; y;
u u

z)d V

fjfr pC*; y;2)¢ K
gy _ jt
n JITP (v;y ;:)dv
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FJJJy p(

* -

;y;z)d Vv

INTEGRALES MULTIPLES Y APLICACIONI S

3. Los momentos de inercia del sélido U alrededor de los ejes se define como

(y24 z2)p(x;y; z)dK, momento de inercia con respecto al eje X.

=
I

(x24 z2)p(x;y; z)dV,momento de inercia con respecto al eje Y.

/* (x24y2)p(x;y;z)dV,momento de inercia con respecto al eje Z

Observacion 9.- Para determinar el centro de masa, es muy Util tener en cuenta
todas las simetrias posibles. Estas reglas son:

i) Si U es simétrico con respecto al plano XY y p(x; y; —2) = p(x;y; z), entonces
z = 0. Un resultado analogo se cumplen para los otros planos coordenados.

ii) Si U es simétrico respecto al eje X y p(x; —y; —z) = p(x;y;z), entonces
y = z = 0. Un resultado similar se cumple para los otros ejes.

Ejemplo 68.- Encuentre el centro de masa de un objeto material homogéneo
limitado por los planos coordenados, el plano x +y = 1 y el paraboloide
z=4-x2- 4y2.

Solucion

Como la densidad del objeto es constante, esto es, p(x;y;z) = k\ entonces, la

masa total del objeto esta dada por
1, 1-x ,4-x2-4y2 19k
M= ) kdzdydx =
Jo jo Jo n
Los momentos de masa del objeto con respecto a los planos coordenados son:

1 o rl-X 4 -*2-4y2 95fc

Mxy — 1 |1 kzdzdydx = — -
JoJo Jo 36)

I-x ,4-*2-4y2 9k

i kydzdydx =n

I I 11k

MYz —S Jof qu kxdzdydx =

Por tanto, el centro de masa del objeto es
/33 27 5\

20
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Ejemplo 69.- Encuentre el momento de inercia y
el radio de giro respecto al eje Z del solido
limitado por los planos coordenados y el plano

X y 2

—+ —4-=1 abc>0
a b e

Solucién
El s6lido se muestra en la figura 5.84. El

momento de inercia respecto al eje Z es
Fig. 5 84

. ra Fb~Zx [|c~Zx~\y

Iz = k(x 1y )dzdydx

Jag Jq Jo
kabe 24 b2
60 -(a )

fa [b~ax fc~ax~by kabe
] | kdzdydx =
Jo Jo Jo

Por tanto, el radio de giro esta dado por

y su masa total es M =

\lz  yja2+ b2
R=Jm= vTo

Ejemplo 70.- Un cuerpo esta limitado por dos superficies esféricas concéntricas
cuyos radios son iguales ar y R (R > r). Teniendo en cuenta que la densidad del
material es inversamente proporcional a la distancia desde el centro de las esferas,
halle la masa total del cuerpo.

Solucién

Las esferas concéntricas se muestran en la figura 5.85. La densidad de volumen
para cualquier punto (x; y; z) de las esferas es

p(X-,y,Z) =n
yP2+y2+ 22

Luego, la masa total del sdlido esta dada por

k
M dv

/2 +y2+ 22

En coordenadas esféricas, se tiene

r2n rn rR
M= ij | - p2sen pdpdcpdO = 2n(R2- r2)
Jg Jg Jr P
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Ejemplo 71.- Halle el momento estitico de la parte comun de las esferas
X2+y2+z2<R2 y x2+y2+2z2< 2Rz respecto al plano XY. La densidad
en cualquier punto del cuerpo es igual a la distancia que media entre este punto y
el plano XY.

Solucién

Al pasar a coordenadas cilindricas, las ecuaciones de las esferas son

z2=R2 r2y (z- R)2=R2- r2 (Ver Fig. 5.86)

La interseccion de estas esferas ocurre en z = R/2 que proyectado sobre el plano

. ., V 3\ .
XY tiene por ecuacionr = (— J R (Fig.5.86)

La funcion de densidad en cualquier punto (x;y; z) del cuerpo es
p(x;y;z) =z
Por tanto, el momento estatico con respec/to al ?Iano XY es
r2n r~29R I"RZT2 4-n
f zp(x\y,z)dv =1 | | z2rdzdrd9 = — Rsn
u Jo Jo Jr-Sr2* 2 480

Ejemplo 72.- Halle el momento de inercia respecto al eje Z delelipsoide
2,2 2

étz + Etz + o < 1sisufuncion de densidad es p(x;y;z) = 1
Solucion
X y z
Al usar la transformacion 2 —p eos 6 seg 0, - = pseél OsenOy - =peosO,

el sélido U (elipsoide) esta descrito en coordenadas esféricas por
U ={p;6(¢)/ 0<p<l 0<0<n 0<6<2n}

El Jacobiano de la transformacion es/(p; 6\ 0) = —abep2sen 0

Por tanto, el momento de inercia respecto al eje Z del elipsoide es
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= ‘]JJ (X2+ yz)p(x':Y:Z)dV

u
r2l T rl

abcp4 (a2c0s26 4- b2sen26)sen3(pdpdcpdO
Jo jo Jo

4abcn
— (@ 4h)

EJERCICIOS

1.- Encuentre el momento de inercia con respecto a un diametro del sélido que
estd entre dos esferas concéntricas con radios a y 2a. La densidad del

S6na3
volumen varia con el cuadrado de la distancia al centro. R, —-—

2.- Encuentre la masa del so6lido acotado por una esfera de radio a, si la densidad

4
del volumen varia con el cuadrado de la distancia al centro. R. - abn

3.- Encuentre el centro de masa del sélido dentro del paraboloide x2 +y2=12z vy
fuera del cono x24-y2 = z2. La densidad del volumen es constante
R. (0;0;1/2)

4.- En los siguientes ejercicios, halle el centro de masa del sélido que tiene la
densidad dada y esta limitada por las superficies que se describen:
a)z —X;z = —X, y2= 4 —2x; p = constanteR. (8/7;0;0)
byz= 0,x2+z= 1, y24z =1, p - constante R. (0;0; 1/3)
c)y2+z2=4ax,y2 = ax, x =3a;, p=constante R. (0;0;2a)
d)z2=x2 4y2x24y242z2 =a2, sobre elconop = constante

- 3(2 4V2)ar
T 76
€)z2—Xx24y2 x24y24 22 = 2az; sobre el conop = kz R. (0;0;9a/7)
X2 y2 z2 . 13 33\
f)a_(;4—b_(;4—_c:¢1' en el primer octante,p = cte. /2 \éa;-éD é-c/

5.- Halle el momento de inercia respecto al eje dado, del solido que tiene la

densidad p y esta limitado por las superficies que se describen.

8 1 1\
a)z= Xx,y2=4-—2z, p = cte., respecto al eje Z. R. 32k §/— — 4 — )
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b)z2=y2(l - x2), y- 1 p = cte. respecto al eje X. R T3

C)X24y2422= a2 x24y2+22=D0b2;, p=/cNjc2+ y2+ z2respecto *
. 4nk(be - a6)
del eje Z(a <b) B
d) z2=x24y2, (x24y2)2=2a2(x2-y2); p = ANx24-y2 respecto del
ejeZ. R. 4ka6/9

6.- Encuentre la masa del sélido acotado por las esferas x2+y24-z2=4y
X24y2422 =9, si ladensidad de volumen en cualquier punto es

p =kyjx2+y242z2 R. 65/ar

7.- Encuentre el centro de masa de la distribucion de masa en una superficie del
paraboloide hiperbdlico z=xy, 0<x<l, 0<y<I| con densidad
p =(1+x24y2)"12 R. (1/2; 1/2; 1/4)

8.- Para cada uno de los siguientes solidos elegir un sistema de coordenadas
favorables y encuentre el centroide
a) Acotado superiormente por el plano z = 1, inferiormente por el plano z = 0
y lateralmente por la superficie x24-y2=1 R. (0;0; 1/2)
b) Acotado superiormente por el plano z = x e inferiormente porz = x2+ y2
R. (112;0;5/12)
c) Acotado superiormente por la superficie z2 = x2 4 y2 e inferiormente por
z=Xx24y2 R. (0;4/3; 10/9)

9.- Un sélido homogéneo es acotado por el plano z = 0y el paraboloide
b2cx2+ a2cy2+ a2b2z = a2b2c

nabc / c\
a) Encuentre su masa y su centro de masa. R ——k, 70;0;-J

b) Localice el centro de masa de la porcion del primer ociante del sélido.
/16a 1) cx

\157T ' T5tt ; 3/

10.- Tenemos una capsula hemisférica de radio interno a y radio externo b y se
pide
f[3(b4-a 4)]
a)su centro de masa R. = _------ :0;
L . N 4
b) su momento de inercia con respecto al eje de simetria R. ("5* aS)

) sumomento de inercia con respecto al didmetro de la base
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4n z
( b)/(x;y;z) =—==== .., ,Ueslaregibna2 < x2+y2<
yjx24-y24-22
11.- Halle la masa de la esfera de radio R, teniendo en cuenta que 2Ia densidad es 0 <22<x24y2 " -27r(V2 - )@EZ3- aj)
proporcional al cubo de la distancia desde el centro. R. -nkRb o o o
3.- Halle los volimenes de los cuerpos limitados por las superficies que se indican
12.- Halle la masa del cuerpo limitado por el paraboloide x24y2 —2az vy la al aplicar la integracion doble.
esferax24-y24-z2= 3a2 (z > 0), si ladensidad en cada punto es igual a la a) Por el cilindro 2y2 = x, los planos Z<4 -4 Z lyz =0 R Elug
na5/ r~ 97\ 4 4 S
suma de los cuadrados de coordenadas. R. — ~M8V3- —1 . x3
b) Por los cilindros x24y2=R2, z = — yelplanoz = 0 (x > 0)
13.- Halle el centro de masa del solido homogéneo dentro del cilindro 4Rs
x2+y2—2x = 0y bajoelconox2+y2=2z2y sobre el plano XY. R' 15a2U
RX-— v=0 z= _2_7 c) Por el paraboloide  hiperbélico z = xy, el cilindro y = Vx y losplar
10 ¥ 128 X4 y=2,y=0 2=0 R. (3/8)u3
14.- Halle el centro de masa de un cubo unidad 0 < x<1,0<y<l, 0<z< 1 . X2 22 b
y d) Por el cilindroeliptico— 4 —=1ylos planos y=—x, y = 0, z=0

si la densidad es proporcional a:
a) El cuadrado de la distancia al origen R. (7/12;7/12;7/12) x > 0) R. Thabc U3
b) La distancia al plano XY R. (1/2;1/2;2/3)

¢) El cuadrado de la distancia a la diagonal que une (0;0;0) y (1; 1;2) e) Por los cilindrosy= Inx, y=In2x ylosplanosz = 0,x + z = |

R. (1/2;1/2;1/2) R.(3e —8)u3
f) Por la superficie cdnica z2 = xy, el cilindro Vx 4y = 1yel planoz = 0
R. (1/45)u3
MISCELANEA g) Porel cilindro x24-y2 = 2x, losplanos 2x —z =0y 4x —z =0
1- En los siguientes ejercicios, calcule la integral invirtiendo el orden de R. 2nu3
. . X
mtegr;rlacrlgn. n 2l h) Por el paraboloide hiperbélico z = X ,el cilindrox2+ y2 = axy el plano
a) I | ey2dydx R -(ed4—1) b) I 1 cos(y2) dydx a3
Jo J2x " J0 Jx/2 z—0 (x> 0,y >0) R' 2Au3
arctan x A
x dydx R —- 12 i) Por los cilindros x24-y2 = x y x24y2= 2x, el paraboloide z = x24y?2
15(3n \
) 4 ylosplanosx4y =0, x-y =0y z=0 R.—( -1-1Jué

2.- En los siguientes ejercicios, use coordenadas cilindricas o esféricas para
4.- Si U es laregion limitada por los planos x ~ 1, x = 2y por los cilindros
calcular la integral JjJ /(x;y;z)dV para la funcién / y la region U propuesta
u y2+2z2=4, y24z2= 9, calcule JJJ exy]y24 z2dxdydz
a) [(x;y;2) =x24+y2, Ues laregion x24y2+ z2< a2, u )

nas S6en

x>0 y>0 2z>0 R -y-(e-1)u3

R ——
A 20

5.- Se perfora un agujero circular de radio 1la través del centro de una esfera de
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i ) . /32 - 14Vv3\ |
radio 2. ¢(Qué volumen se quita? R e Inud

6.- Encuentre el volumen acotado por el hiperboloide x24-y2—z2= 16 y el
cilindro x24-y2 =25 R. 30rTu3

7.- Encuentre el centroide del sélido acotado por la esfera x24-y24-z2=9, el
paraboloide 6z = 18 —x2—y2yelplanoz = 0 R. (0;0;3/4)

8.- La region R se encuentra en el semiplano superior del plano XY vy estd
limitada por las pardbolasy2 = 4(1 - x), y2= 4(1 --x) y el eje X. Calcule

X2 4-y2d4 , al hacer el cambio de variable x —u2—v2, y —2uv
9.- Halle el volumen del solido limitado superiormente por el cono
z —a —Yy]x2 + y 2, inferiormente por el plano XY y lateralmente por el
a3
cilindro x24-y2 = ax R. %(Qn —16)u3

10.- Halle el volumen del solido limitado superiormente por x24-y2+ z2= 25 ¢
inferiormente porz = yjx24-y2-I-1.
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INTEGRAL DE LINEA
Y DE SUPERFICIE

6,1 INTEGRAL DE LINEA

En esta seccién se generaliza el concepto de la integral simple  f(t)dt de una
funcién / definida en el intervalo [a; b] a una integral de una funcién definida
sobre una curva C. Esta integral se llama integral de linea de / sobre dicha curva

y se denota por fc f .

INTEGRAL DE LINEA DE PRIMERA ESPECIE

Definicion 1.-

Sea a: [a; b] -= Mnh una curva regular, tal que a([a; b]) = Cc Rn es su imagen
de a (Fig. 6.1).

Sea5=/(t) = I W\a'{u)\\du la funcién de longitud de arco

Fig. 6.1

La integral de linea de primera especie de la funcién / a lo largo de la curva C
con respecto al parametro longitud de arco estd dada por

( f(x1;,...;xjds=1 f(a(t))\a'(t)\\dt
Je Ja

= [ /(«iCh); .jan())V K (0]2+ -+ K ()]2dt
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Con frecuencia, en lugar de integral de linea, también son usadas las expresiones
integral curvilinea e integral de contorno.

Observacion 1.- Si/ (xt; = 1, la integral de linea proporciona la longitud
de arco de la curva C, como se definié en la seccién 1.7. Esto es,

L(C)=[ 1ds=fh\a'()\dt= FbVK(t)P +-+ K (t)]2di
Ja Ja

JC

Observacion 2.- Sea a: [a; b] - R2una curva regular tal que a(\a;b]) = Cessu
imagen en R2.

Sea/: D ¢ R2->R una funcién continua y no negativasobre el conjunto abierto
D que contiene a la curvaC (ver Fig. 6.2).

Sea Pc una particion de la curva C comprendida desde P hasta Q en trozos, de
modo que la longitud de cada uno de los elementos de la particion son,
respectivamente As1(As2, ..., Asit..., Asn

Sea (a:¢;0) un punto arbitrario en el trozo Ast, tal que /(xt;y;) esta bien
definida. Entonces el area de la superficie lateral de la regién comprendida entre
la superficie z = f(x; y) y lacurva C es dada por

n
A(cortina) = Jplim y,)As, = J f(x;y)ds
i=1 r
Por consiguiente, la integral de linea de la funcién / sobre la curva C desde P a Q
es dada por

Area {cortina) = f f(x;y)ds= f f[a(t)]\\a'(t)\\dt
Je Ja

INTEGRAL DE LINEA Y DE SUPERFICIE

Ejemplo 1.- Sea C una curva que da vuelta alrededor de la circunferencia
x2 4-y2 = 1 en sentido contrario a las manecillas del reloj y sea f(x;y) = 1 +x

Calcule \] f(x;y)ds

c
Solucion

La parametrizacion del circulo unitario C: x2 +y2 = 1 esta dada por
C: q*

y SCEQ‘Ftt 0<t<2,,

Entonces, a(t) = (eost;sent) y a\t) = (-sen t\eost)
Por tanto, la integral de linea de / sobre la curva Ces

"21T

[ =1 f(xiy)ds = i [/(eos t\sen t)\\a'(t)\\dt
Je Jo
~2n 27T
J (1 + cost) V(-sen t)2+ cosH dt = (1 + eost)dt = 2n
0 0

Ejemplo 2.- Calcule fc xy2zds, donde C es la curva interseccion de” las
superficiesx2+y2+2z2=16 y x2+y2= 4 en el primer octante.

Solucién
La interseccion de las superficies SX\\x2 +y2+z2=16 y S2:x2+y2=4, en

el primer octante, es la curva
Cx2+y2=4 Az=2V3
Luego, la funcion vectorial que tiene como imagen a esta curva C es

a(t) = (2eost;2sent; 2v3), te|0;-] (verFig.6.3)
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Como cc'(t) = (—2sent\2e0st;0) y jla'(t)|| = 2, entonces la integral de

linea de la funcion sobre la curva C resulta
Ti

i xy2zds= 1 (2eost) (2 sent)2(2V3)]la'(t)||dt
Je Jo

i2 9 32V3
32V3 (sen2teost) dt = ——
Jo

Ejemplo 3.- Jaimito piensa pintar una cerca de un parque por ambos lados. La
cerca tiene como base lacurva C:x2/3+y2/3=(40)23(x >0,y >0) y la
altura para cada punto (x;y) G Cesta dada por la funcion /(x;y) = 4 + y_ Sile

proporcionan la pintura y le van a pagar S/. 100 por pintar 20 mi2, ;cuél es su

ganancia?
Solucién
X1/3 v /3 . .
Para la curva C: (40172 (40)1/3 su parametrizacion es
*1/3 yl/3

C:(40jW =cCcos y {iojw '™ "'
De donde resulta la funcién vectorial

a(t) = (40 eos3t; 40 sendt), te [O;— (Fig.6.4)

Puesto que
a'{t) —(—120 eos2t sen t; 120 sen2leost) y |[la'(t)|| = 120eost sent se
sigue que

A(cerca) = i f(x\y)ds = i (4 + 20sen3t)120 eost sentdt - 720 m2
Je Jo
Como Jaimito debe pintar la cerca por los dos lados, entonces el area que debe

pintar es 2(720) = 1440 m2

Por tanto, la ganancia de Jaimito es

100
G = 5(1440) = 5/ .7200 (pinta cadam por5/ .5 =

PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DE LINEA

1 Sea a: [a; ib -» Rn una curva regular, tal que a([ci]b]) = Cc Rn es su
imagen de a.
Sean f,g:D ¢ Rn R funciones definidas en el conjunto abierto D que
contiene a la curva C. Entonces se tiene:

INTEGRAL DE LINEA Y DE SUPERFICIE

a)J k f(x1;...;xn)ds = kJ f(x1, x n)ds,siendo k una constante
ME IO xm £ (X35 ixjlds
c

= f(xl; . xn)ds 1 | g{xx\...\xn)ds
Je Je

2. Si la curva C se forma uniendo los extremos de un nimero finito de curvas
regulares Cl f Chy C= U QU .. U Cn, entonces

f(x1;...;xn)ds=  f(x1;...;xn)ds+ I f{xx\..;xn)ds + - 5 I(X X; ... ;Xn)ds
Jex Je2 cn

3. Dada la curva C con una orientacion determinada, se denota por -C la misma
curva con una orientacion opuesta, y se verifica

I f(xx;..-xn)ds = - 1 f(xx\...;xn)ds
e Je

4. | f(x1;...;xn)ds= f(x1;...;xjds+ f(x1;...;xn)ds =0
~cu(-c) Je J-e

Observacién 3.- La masa de un cable de longitud L y de densidad 5: Rn -* R
esta dada por

m = 1 S™Xi, ...]Jxn)ds
Je
donde Ces el cable de longitud L

Observacion 4.- La parametrizacion de una recta L cz Rn que tiene como punto
inicial i4(ax; ...; an) y como punto final B(bt; ...; bn) esta dada por

a(t) =A+ (B —A)¢, tG][0; 1]

Observacion 5.- Cuando la integracion se realiza sobre una curva cerrada C, es
costumbre denotar la integral de linea por § f ds

Ejemplo 4.- Calcule fc (x + y)ds a lo largo de los caminos indicados

a) el triangulo con vértices (0; 0), (4; 0) y (0; 3) recorrido en sentido antihorario.
b) el circulo x2 + y2 = 2x desde (0; 0) a (2; 0) recorrido en sentido horario.
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c) el circulo x24y2= 16 desde (4;0) a (-4;0) recorrido en sentido
antihorario.

Solucién

a) El camino C- CtUC2UC3 (uni6n de los lados del tridngulo) estd
representado en la figura 6.5, donde Cu C2 y C3 son las imagenes de las
funciones vectoriales

Cx\ccet) = (0; 0)
C2:a2(t) = (4;0)
C3:a3(t) = (0;3)

4-1(4,0) = (410), tE[0, 1] y a[(t)= (4;0)

Por consiguiente, la integral de linea sobre la curva C es

i (x+y)ds =1 (*+y)ds 4
Je . JCi

=i (4t)4dt4 i (4—t)5dt + f (3 —3t)3 dt =30
Jo Jo -'0

c3

Fig 6 5

b) Para la circunferencia C: (x - 1)2+ y2= 1, la parametrizaciéon en sentido
horario recorrido desde (0; 0) hasta (2; 0) es

(x—1=sent (x=14sent r ft4 ,_.
" (y = cosi "(y = cost I [26 2] (Fig.6.6)
Luego, la funcién vectorial que tiene como imagen la curva C es

rn
Ca(t) = (1 +sent;eost). ie[-2"2

Como a'(0 = (eost\-sen t) y |la'(t)ll = 1, entonces la integral de linea
sobre C es
i (x+y)ds=1i (1+sent+eost)dt =n42
JC 2
314

4-1(-4;3) = (4 - 41\ 31), t E[0; 1] ya2(t) =(-4;3)
4-1(0; -3) = (0;3- 31), t E[0; 1] ya3(t) =(0; -3)

INTEGRAL DE LINEA Y DE SUPLKFICIE

c) Para la circunferencia C:x2+y2= 16, la parametrizacion en sentido
antihorario recorrido desde (4; 0) hasta (-4; 0) es

_ (x =4eost tn
Cly =4sent' te[0;7r]

Asi, la funcién vectorial que representa a la curva C es
a{t) = (4eost;4sent), te[O;n]

Puesto que a'(t) = (-4 senr;4cost) y |[la'(t)ll = 4, entonces la integral de
linea sobre C es

i (x+y)ds =i (4eost44sent)d dt = 32
Je Jo

CAMPOS VECTORIALES
Definicién 2.- Un campo vectorial enn dimensiones es una funcién

F:D ¢ f - ) | nque asigna a cadapuntoP (Xj;...; xn) del conjunto D a un Gnico
vector

FOO = iF1(x1-,...:xn); ...;Fn(xI;...;xn))
con punto inicial P.
Observacion 6.-

i) Para el caso n —2 (en el plano, vease Fig. 6.7), el campo vectorial es
representado por

F(x;y) = (M(x;y);W(x:y))
donde M y N son funciones reales de dos variables.

ii) Para el caso n = 3 (en el espacio, vedse Fig. 6.8) el campo vectorial es
representado por
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F(x;y;2) = (P(%y-.2); Q(x-,y;2); R(X;y.2))
donde P,Q y R son funciones reales de tres variables.

Ejemplo 5.- Dibuje una muestra representativa de vectores del campo vectorial

: X y o\ ¥ y
F(xjy) =
KyIx24y2 yIx24+y2)ylx24y2 yix24y?2

Solucidn
Para describir un campo vectorial F se considera un punto genérico P(x;y) del
plano R2y se define como el vector posicion f = OP = xi 4 yj del punto P.

Asi, F(x;y) es un vector unitario en la direccion del vector posicion f (Fig. 6.9).

Ejemplo 6.- Dibuje una muestra representativa de vectores del campo vectorial

Solucién
» 1 L
Se observa que la funcion F(x\'y) = - (-y; x) es ortogonal al vector posicion

f = xi 4 yj del punto P(x\'y), pues se verifica

1 1
F{x-y) o1 = ~"~xy +2xy =°

1.,
Luego, la funcion F(x;y) es tangente a la circunferencia de radio - |jr| y centro

en el origen, esto es,

IFGe, y)lf =~V ATyl ="[[f]

il6

INTEGRAL DE LINEA Y DE SUPERFICIE

Una representacion grafica del campo vectorial F(x;y) se muestra en la figura
6.10.
INTEGRAL DE LINEA DE SEGUNDA ESPECIE

Definicion 3.- Sea a: [a; b] —En una curva seccionalmente regular, tal que

C = a([a-,b]).
Sea F:Dcz Rn -> Rn un campo vectorial definido y acotado en la region D que
contiene a lacurva C

La integral de linea del campo vectorial F a lo largo de la curva C estd dada por
fc Feda = /a& (a(t)) «a’(t)dt

Observacion 7.-

0 Si el campo  vectorial F:Dci2 M2 e definida por
F(x;y) = (M(x;y);/V(X;y)), entonces la integral de linea de / a lo largo de
lacurva C ¢ D esta dada por

I =j [M(x-,y)dx + N(x\y)dy] =] F(a(t)) a'(t)Ut

n»

I [M(al(t);a2(t))ai(t) + N(alCt);a2(t))ai(t)ldt

ii) Si la curva regular C es a: [a; b] -> R3y el campo vectorial F:D ¢ R 3-. R3
es definida por

F(x;y;2) = (P(x;y;2); Q(x;y52); R(XY; 2)),

entonces la integral de linea de F a lo largo de C esta dada por
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1= i [P(x;y;z)dx + Q(x;y;z)dy + R(x;y;z)dz] = f F(a(t)) «a'(t)dt
Je Ja

= i [P(aiCty,a2(t);a3Ct))ai(t) + -" + R(al(ty,a2Ct);a3C0)a3(t)]dt
a
Ejemplo 7.- Evaluar la integral de linea Jc [(3x - y)dx + (x 4 2y)dy], donde C
es la imagen de la funcién vectorial a(t) = (eost;sent), t G[0; 2n]
Solucion
Comox =eost yy=sent,setienedx = —sentdt y dy —eost dt
Por tanto, la integral de linea es

| = Jf [(3x - y)dx 4 (x 4 2y)dy]
c

= I2n[(3 cost —sen t)(-sen t) 4 (eost 4 2sen t)(cos t)\dt = 2n

Jo

Ejemplo 8.- Calcule
1-x3\/2 1-y2
- 4 y
| X2 4 z: y24z: d),+z'2k TP Uz
donde C es la curva de interseccion de las superficies x —y y 2x24-z2= len
el primer octante, recorrida en el sentido contrario a las agujas del reloj.
Solucién
(y-x
Al parametrizar la curva C: 4 Z2 _ ’1‘ en sentido contrario al de las
1NF2)
agujas del reloj, se tiene
1 1 oM
X =—eost,y =—eost,z- sent i6 0;- (Fig.6.12)
V2 V2 1
De donde, se obtiene
1 1
dx = — —sentdt, dy = — —sen tdt, dz =eost dt
V2 V2

Al reemplazar estas expresiones en la integral de linea, resulta

1-x2 1—y2 1—22

dx + dy 4 dz
o X242, Xty y24z: y&z 2x24 z2
m

= | [—sen ucost + sen tcost (1 - sen2t)]dt

Jo

rn/2 1
= (—sen3teost)dt = —

Jn N

INTEGRAL DE LINEA Y DE SUPERFICIE

Ejemplo 9.- Calcule fc (x2;y2;z2) « da, donde C es la curva interseccion de las

superficies x2+y2+z2= 16 y x2+y2=4y, z > 0 recorrida en sentido
horario.

Solucion
Al parametrizar la curva interseccion de las superficies
(y-2
fly - 2)24x2=14 )
« C (Fig 6.13)

"Xz4y2422= 16

en sentido horario, se tiene
,x =2sent
y = 2(1 + cost) f t G[0;2tt]
z = 2V2VI - eost
Asi, la funcidn vectorial que representa a la curva C es

a(t) = (2sent; 2(1 4 eost); 2V2V |- eos t)f t G[0; 2it] y

42 sen't
a'(t) = 2eost;-2 sent;
Vi - eost

Por tanto, la integral de linea es

p2rt

I'= 1 F(a(t)) «cc'(t)dt
Jo

i2n\

I (2sent)22eost 4 4(1 4 cost)2(-2 sent) 4 8(1 - cost) —I_:)-*gn dt
, L Vi —eos t

ran

[Bsen2lcost- 8(1 + cost)2sent + 8V2V1 cost, sen t]dt = 0
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Ejemplo 10.- Calcule fc F(x;y; z) » da(t), donde
F(x;y;2) = (—yx; x24 z;exy 4 tan(z)) y Ces la curva interseccion de las

X 2 2
superficies — 4— = 1y 9x24 4y24z2 = 40 en el primer octante, recorrida

en el sentido contrario al de las agujas del reloj.

Solucién
Al parametrizar la curva de interseccidn de las superficies

\9x24-4y24-22= 49
en sentido contrario al de las agujas del reloj, se tiene

C\x = 2eost,y = 3sent,z = V13, t G[0; (Primer octante)
Asi, la funcién vectorial que representa a la curva C es
a(t) = (2eost;3sent\VI3), t G[O—

tfFOO - (“2sent; 3eost;0)y
F(a(t)) = (“6sen tcost;4cos2t 4-13; e6sentcost + tan(V 13))
Por tanto, la integral de linea es

=1 F(x;y;z) ¢

rn/2
= | [12sen2teost+ 12 sen31+ 3VT3eost]dt = (12 4-3V13)
Jo

INDEPENDENCIA DE TRAYECTORIA EN INTEGRALES DE LINEA

Una integral de linea, en general, no depende
solamente del integrando y de los puntos inicial
A vy el final B, sino también de la curva de
integracién que va desde el punto inicial A hasta
el punto final B (Fig. 6.14).
Sin embargo, existe una clase muy importante de
integrales de linea que son independientes de la
trayectoria de integracion. Esto ocurre cuando la
forma diferencial que se pretende integrar
P(x\y',z2)dx + Q(x\y,z)dy + R(x\y',z)dz es exacta, es decir, existe una
funcion f: UczR 3 ->R tai que
d/(x;y;z) = P(x\y-,z)dx 4 Q{x\y\z)dy 4 R(xny;z)dz
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Teorema 1.- Sea a: [a; b] -> IR3 una curva regular, tal que a([a;b]) = C; y sea
F: D ¢ IR3 -* IR3 un campo vectorial continuo en la regiéon D que contiene a la
curva C, tal que F(x;y;z) = (I>(*;y;2); Q(x;y; z); R(x; y; 2)), donde
P,Q,R:D ¢ IR3->R son funciones a valores reales con derivadas parciales
continuas en la regién D. Si la forma diferencial

P(x;y; 2)dx + Q(x; y; 2)dy 4 P(x;y; z)dz = F(x;y; z) » dr[ar = (dx; dy; dz))

es exacta, entonces existeunaf u n c i 6 nt al que

i) df{x\'y; z) = P{x\y\z)dx + Q(x;y;z)dy 4 R(x\y\z)dz

i) JI [P(x;y;z)dx 4-Q(x;y;z)dy 4-P(x;y;z)dzJ depende so6lo de los
c
extremos de la trayectoria C que une los extremos

a(a) = A(xLy1;z1) y a(b) = B(x2;y2;z2) y se cumple

JI ANy o dr = 1(x2;y2;22) -1 (x~y~zj = f(B)-/104)
c

Observacion 8.-

a) Sean P,Q R:Dc E3-» IR funciones continuas con primeras derivadas
parciales continuas en la regién D.

La forma diferencial P{x\y\z)dx + Q(x;y;z)dy 4 P(x;y;z)dz es exacta si
y solo si
dP dQ dP  dRdQ dR

dy dx dz dx’dz dy' G n

b) Sean M,N\D ¢ IR2->R funciones continuas con derivadas parciales de primer
orden continuas en D. Entonces, la forma diferencial M (x;y)dx 4 A/(x;y)dy
es exacta si y solo si

dM dN
aT v<N>eD

La aplicacion del teorema 1a un campo vectorial definido en IR2 se presenta en el
siguiente corolario:
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Corolario 1.- Sea a: [a; ¢?]->R2 una curva regular, tal que a{[a\b])=C y sea
F:D ¢ M2->M2 un campo vectorial continuo en la regiéon D que contiene a la
curva C, tal que F(x;y) = (M(x;y); N(x;y)), donde Af,/V:DcR2->R son
funciones de clase Clen la region D.

Si la forma diferencial M(x;y)dx 4 N(x;y)dy = F(x;y) «dr (dr = (dx: dy))

s exacta, entonces existe una funcién f:D ¢ M2->R, tal que

) d/(x;y) = M(x;y)dx 4 IV (xy)dy y

ii) JI [M(x; y)dx 4 NV(x; y)dy] depende solamente de los extremos de la
e
curva Q\ a(a) = i4(xLyl) y a(b) = B(x2;y2) y se cumple

I [M(x;y)dx + N(x;y)dy]=/(B)-f(A)

Observacion 9.- Si la integral de una forma
diferencial Pdx 4- Qdy 4- Rdz es independiente
de la trayectoria de integracion, entonces la
integral de esta  formadiferencial sobre
cualquier curva cerrada es cero. Pues una curva
cerrada C puede ser considerada como la union

de dos arcos Ct 'y C2, como se ilustra en la

Fig. 6 15
figura 6.15 de modo que
| [Pdx4- Qdy 4 Rdz] = f [Pdx 4 Qdy 4 Rdz]
J& Jc2
Por tanto,
j [Pdx 4 Qdy 4 Rdz] = i + =i - =0
Jc Jex Jc2 Jex J-c2

En general, se tiene el siguiente teorema:
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Teorema 2.- Sean P,Q,R\U ¢ R3-»R funciones continuas en U, y sea C una
curva regular cerrada contenida en U con una representacion paramétrica
a: [a; tal que a([a\ b])=C y a(a) = a(b).
La forma diferencial Pdx 4- Qdy 4- Rdz es exacta si y solo si
i [Pdx 4 Qdy 4-Rdz] = 0
Jc

La demostracién se deja al lector.

Ejemplo 1 1 Calcule | (x4 z;-y - 2\x - y) «dr,siendo C la curva de

Jc
interseccion entre la esfera x24-y24z2=16 y el cilindro x24-y2 = 4x

Solucién
Para el campo vectorial del integrando, se tiene

P(x'\y:z) =x +z, Q(x\y\z) =-y - zt P(x;y;z) =x- Yy

ap_0- a3 dP-1-drR dQ- X dR
dy dx dz dx' dz dy

Como la forma diferencial P(x;y;z)dx 4 Q(x;y;z)dy 4 P(x;y;z)dz es exacta,
entonces por el teorema 2, la integral de linea sobre la curva cerrada C es

X4z;,—y-z;x-y),dr =1 [(x4z)dx - (y4z)dy + (x - y)dz] =0

Jc Jc

Ejemplo 12.- Calcule

I [(y~2)dx 4 (x - 2)dy 4 (y - x)dz] &
Jci

siendo el segmento de recta que va de (1; 2;2) a (-1; 0; 2) y C2elarco de la
semielipse superior 4x2+y2- 16x 4 12 = 0 que va de (1; 0) a (3; 0)

Solucién

La funcion vectorial que representa a la curva Cx, es

Ciia(t) = (1;2,2) +t(—2;-2; 00 = (1 - 2t\2- 2t;2), tG][0; 1
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x=1-2t
Ce y—2-21
\z -2

Asi, se tiene dx = -2dt, dy = -2dt, dz=0
Luego, la integral de linea sobre la curva Ca, es

h = [(y “ Mdx 4 (x - 2)dy 4 (y - x)dz]
Ja

= [ (=2t)(—=2dt) + (1 - 21)(—2dt) = f (8Bt+ 2)dt =6
40 Jo
Para la segunda integral de linea sobre la curva C2, se tiene

M(x;y) = 34 2x sen - yeos (*j, A(xy) = xeos "

@A = COS{y>+Y. sen (Y)fz d—IV
V* x

ay VXV dx

Como la forma diferencial M (x;y)dx 4- iV (x;y)dy es exacta, entonces la integral
de linea es independiente de la trayectoria que une los puntos (1; 0) y (3; 0).
Luego, se puede integrar a lo largo de cualquier curva conveniente que une los

puntos (1; 0) y (3; 0). En particular, al considerar la recta que une estos puntos,
esto es, C2:r(t) = (1 4 2t\ 0), t E [0; 1], se tiene

12=7J [(3 4 2x sen (=" —y e0s dx 4 x eos dyj
2

= i (3)(2dt)= i 6dt = 6
Jo Jo
Por tanto,

[ =it+i2=64-6 = 12

Ejemplo 13.- Calcule fc F(x;y) df siendo F(x;y) = (ey4-ye*;xey4d-ex) y C

es la curva descrita en cada caso.

i) C es el segmento de recta que va de (a; 0) a (-a; 0) sobre el eje X.

ii) C es la trayectoria que va de (a; 0) al punto (—a; 0) sobre la mitad superior de
laelipse b2x24-a2y2 = a2b2

iii) C es la circunferencia x2 4y 2 = a2 recorrida en sentido horario.

En cada caso fundamente su respuesta.

Solucién

i) La funcion vectorial que representa a la recta que va de (a; 0) a (-a; 0) es

C.a(t) = (a;0) + t(-2a; 0) = (a- 2at\0), t E[0; 1]
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. (X = a—2at .
«C:fy:% , t'e[O;Iri
Luego, la integral de linea sobre esta curva es

i=J F(x>y)edf =] [(ey4yex)dx 4 (xey 4 e*)dy]

= i (—a)dt = -2a
Jo
ii) Para la funcién campo vectorial F, se tiene
dMm dN
M(x;y) = ey 4&yex, N(x;y) = xey+exy — =eydex= dx

Luego, la integral de linea sobre la curva C es independiente de la trayectoria
que une los puntos (a; 0) y (-a; 0). Asi, al integrar sobre la recta que une
estos puntos resulta

/= i F(x;y)+df =-2a
Je
iii) Como en este caso la forma diferencial es exacta y la curva C es cerrada,

entonces segun el teorema 2 se tiene

/=1 F(xy)dr =0
Je

xdx 4ydy & 2dz , donde Ces el arco de la curva
X24-y2422

x = 2t,y = 2t 4-1,z = t2+ t que une los puntos P*O; 1; 0) y P2(2; 3; 2)

Solucioén

La funcion vectorial que representa a la curva C es

C.a(t) = (2L, 2t 4 1;t24-1) cona(0) = (0; 1;0) y a(l) = (2;3;2)

Por consiguiente, la integral de linea es

Ejemplo 14.- Calcule |
i

Vd

xdx 4 ydy 4 zdz 2t34-3t24-9t+2 _ li
/-I X24y24 72 I

t4+ 2t3+ 9t2+ 4t + 1~ 2

. x2dy - y2dx
Ejemplo 15.- Calcule 5 5 . 1
x3 4-y3
vk,
donde a es la cuarta pane de la J
astroide x = Rcos3t, y = Rsen3t desde W
. . - \ = 7.0
el punto (F; 0) hasta el punto (0; R) (Fig. 6.16). V
Solucioén
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La funcion vectorial que representa a la cuarta parte del astroide es
C. a(t) = (Rcos3t) Rsen3t), te [0;

Por tanto, la integral de linea es

x2dy —y 2dx

*5/3 + y 5/3 =

/2 3R3sen2tcos7t + 3R3sen7tcos2t
R5/3cosst 4 R5/3senst

f
= )¢

... [l2sen2t cos2t[cosbt 4 sensit] . tnf2
= 3R/ i - - = 3Ra/3
JO cos5t + sen5t JO

7 7
sen2t cos2t dt

A, r72/1 - cos(2t)\ (1 4 cos(2t)\ 3243 7R 7

3tR4/3
16

r(4;4;4) X¢X v+ yey + zhz

Ejemplo 16.- Calcule

a lo largo de la recia
J(i;i1) V*2+y2+22- « - y42z

que une los puntos (1; 1; 1) y (4; 4; 4).
Solucién

La funcién vectorial que representa a la recta que une los puntos (1;1;1) y
(4; 4; 4) es

Ca(t) = (1+3t 143t 14 3t), t6][0;1]

Por tanto, la integral de linea es

i xdx 4ydy 4 zdz fl1 9+ 271 »
Jo yi'x2+y2+22- x-y+2z Jo V3(l 4 3t
=-L r'dt=3V3
3 Jo
EJERCICIOS

En los siguientes ejercicios, calcule las integrales de linea a lo largo de la
trayectoria dada.

X2 2y
m-1 Ix2-y?2
desde (0; 0) a (2; 2).

; Ces el arco de la parabola;
4*2+y2

2.- | [(x2—2y)dx 4 (2x 4y2)dy];Ces el arco de parabolay? = 4x - 1
Jc
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5

6

7

8.-
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desde (1/4; 0) a (5/4; 2). r. 7"\8

3- 1 [(x4-y)dx 4 (x - y)dy]
Jc

a) A lo largo de los segmentos OA y AB, donde 0(0; 0), >1(2; 0) y B(2; 1)

R. 712
b) A lo largo del segmento OB.

] [ydx 4- (x2 4-y2)dy], donde Ces el arco de la circunferenciay=V~" ~ x2
c
de (—2;0) a (0; 2) R w4-8

' .Ges el arco de lacurvax2—y2= 9de
Jo [xaxn-y2- Zgﬁf-AyTZ_t%§ y

(3;0)a(5;4) R. aresen (4/ 5)

] y2sen3Xyjl4 cos2x ds,C es el arco de lacurvay = sen x desde (0; 0)
c

64
R' 105
4
I [y2dx - xdy],Ceslacurvay?2= 4x desde (0; 0) a(1;2) /2
c

JI x2dy,alo largo de lacurvay = x3- 3x24 2x desde (0; 0)a (2; 0) R. 18
c

9 ] I [(y- A)dx 4-x2y dy] #a lo largo de lacurvay2 = x3desde (1;-1) a
c
4
V.» *
f xdx 4 ydy
10+ 3 (je24-y2y/2,Ces curva generada por la funcion
cr(t) = (e2tcos(31) ;e2tsen (3t)), t E [0; 271
f Xy2
7" ~

jic X 4_.y2<;y ,a lo largo del circulo x24-y2 = a2 en sentido antihorario
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12.- Determine fa f(x;y)ds, si a es la curva que da vuelta en sentido contrario
de las manecillas del reloj alrededor del conjunto de puntos 5 dado.

a) f(x;y) = xy; S es el triangulo formado por los ejes coordenados y la recta

V5
*+2y=1 R. —

b) f(xny) = x2+ y2; Ses lasemicurcunferencia formada por el eje Xy la

mitad superior de la circunferenciax24-y2 = 4 R — 4Qn

c)/(x;y) = (x —y)2;S es el cuarto de circunferencia en el primer cuadrante

formado por la circunferencia x2+y 2 = 4y los ejes coordenados.
12n —8

Rn 3
d)f(x;y) = xy, a(t) = (4sent;4eost), 0<t<n R O

13.- Determine fa /(x; y; z)ds si lacurva a recorre S una sola vez

a) f(x\'y;z) =xy 42z; Seslarecta 2x fy—z =1 x4y +z =2 entre
(—1,3,0) y (15 0; 1).

b) /(x;y;z) = xyz,5es laparte de larectax4y 4z =1,y -z = 0quese
) V6
encuentra en el primer octante. R. 6
c)/(x;y;z) = x2yz, a recorre la interseccion de los planos coordenados con
el plano 2x4-y4-z = | R 0

14.- En los siguientes ejercicios demuestre que el integrando es una diferencial
exacta y calcule la integral.

a) I [(x24 2y)dx 4 (2y 4 2x)dy], Ces un arco arbitrario de (2; 1) a (4; 2)
Je

101
R' ~
f y Xy
b) ~f--—- 77577dX ——------- —— dy,C es cual@mer arco de (4; 3)
Je (x2+y2)3/2 (x24—y2)3/2
7
a (-3; 4) que no pasa por el origen. R —

C) JI [{yexy(cos xy —sen xy) 4 eosx)dx + (xexy(eos Xy —sen xy) + sen y)dy]
e

C es un arco arbitrario de (0;0) a (3;-2) R. sen 3 —e0s 2 + e~6€0s 6
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15.- Calcule | yj2y2 4 z2ds,donde Ces la interseccion de las superficies
Je

X24-y2422=2a2y x =Y.

xdy —ydx
16.- Halle L —2-21-_-9-2— alrededor de la curva C
a) C: (x —2a)24 (y - 2a)2= a2 R 0
b) C:x24y2= a2 R. 2n

17.- Calcule 1 (x —z)z ds,siendo C la porcién de la curva con ecuacién
Je

y = x2en el plano z = 2 que inicia en el punto (1; 1; 2) y termina en (2; 4; 2).

18.-Calcule i [Adx + Bdy 4 Cdz) para

a)a(t) = (aeost;bsent\t2), 0<t<2t A=x4y, B=y +z
C-1z24x R. 2r24-4nb - nab
b) a(t) = (at\ bt2\et3), 0<t<l1l A=x+y +z B-xyz,
a;, ab ae ab2e4_a2b203

779
C=xy 12 R —4—4— 1 —
2 3 4 4 5

19.- Calcule | [ydx 4-zdy + xdz], donde a es la curva de interseccion de las
Ja

superficies x24*y2 =1y z2+y2= 1 (en el sentido positivo
trigonométrico visto desde arriba). R n

20.- Calcule las integrales curvilineas de las diferenciales totales

(5:12)xdx 4ydy

— 2-7—2~ or~en coordenadas no se halla en el contorno
34  x y
de integracion) R. In(13/5)
fPZxdx 4 ydy
b)- donde los puntos P1 y P2 estan situados sobre las
Jpi jx24vy2

circunferencias concéntricas cuyos centros se hallan en el origen de
coordenadas y los radios son iguales a * y R2, respectivamente (R2 > Rt)
(El origen de coordenadas no se halla en el contorno de integracion).
R. R2- Rx
21.- Calcule ias siguientes integrales curvilineas:
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(L2 xdy - ydx
a—"— —z—alo largo de un arco de lacurvax = 14-2eo0st,
J30) "~+y?2

y =2sent

b) 1 (x24 2y)dx 4 (y - x)dy,donde Ces la frontera de la regién limitada
Je
por las graficas de x = 0,y = 0,2y = (x - 4)2,2y = x 42
f(21:4)
c
*(L02)

de las superficiesy = x —1,z = x2

7 X
(Inx dx 4 dy 4 - dz) alo largo de la curva de interseccién
z

22.- Calcule las siguientes integrales curvilineas:

a) | xy ds,donde Ces el contorno del cuadrado \x\\ 4 |y| =2 P. 0

Je
b) I y2ds,donde Ces el primer arco de la cicloide x = a(t —sen t),
Je
256
y = a(l —cost) .

c) I Jx2+y2ds,donde Ces el arco de la envolvente de la circunferencia
Je

x =a(costd t sent), y = a(sen f- teost), t G][0; 27r]

o 2201+ 47232 - 1]

T | N n
)y J |(2x2e*1"sen y 4 e*2seny)dx 4 (xe*2eosy —2y2z)dy —-y 3dz

donde C es ia poligonal que une los puntos >4(0; 0; 9), B(\n 2 ;—n\ 6).
C(in3;7m —3)yD(lne;2n\ 1) de AaD.

R V2a2

l-x 2\ 12 [ 1- y2\12 (1-22\12

» L K

donde C esta en el primer octante y es la curva de interseccion del plano
x =y con el cilindro 2x2 4-z2 = 1, recorrida en el sentido antihorario.
R. 85(ler octante), 84 (lroy 2d0 octante)
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K3;3;3)
i ™ [ 43z)dx - dy 43dz)] 4 i 2arctan dx 4In(x2 4y 2) dy,
i Je X

*!
IR}

si C es la circunferencia (x - 2)24-y2 = 1, y el recorrido es en sentido
horario.

6.2APLICACIONES DE LA INTEGRAL DE LINEA

1 Sea a:[a;b]-> R3 una curva regular tal que a([a;b]) = Cc R3 y sea
/:C c 13-) R una funci6n continua sobre C.

Si Ces unalambre y /(x;y;z) = 1, V(X;y;z) GC, entonces la longitud del
alambre esta dado por

2. Sip: Cc R3-» R es la funcion de densidad de la masa del alambre, entonces
la masa del alambre recorrido por la curva C es

M= j p(x;y;z')ds
Je
Luego, el centro de masa del alambre es el punto (x; y; z), donde

fr xp(x;y;z;)ds _ f yp(x;y;z;)ds _ f zp(x;y;z;)ds
X= M 'y = M =1 M

3. Si d(x;y;z) es la distancia desde el punto P{x\y\z) del alambre a una recta o
plano, entonces el momento de inercia correspondiente a la curva C con
funcién de densidad de masa p: C ¢ R3 -> R esta dado por

Ld2(x; y; Z)p(x;y; z)dz

En particular, los momentos de inercia del alambre con respecto a los ejes X,
Y, Z son, respectivamente

Ix = 62 z2)p(x]y;z)ds, IY=f (x24-z22)p(x;y;z)ds
Je Je

J (x2+yZ)pO; y; z)ds

=0
1
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TRABAJO

1 Si una particula que se mueve a lo largo de una curva C ¢ i 2 es movida por la
fuerza F: D z R2 R2 definida en la region D que contiene a la curva C, tal
que F(x;y) = (M(x;y);N(x\y)), entonces el trabajo W realizado por F a lo
largo de C est4, dado por

W=J Fedf-J [M(x;y)dx + N(x;y)dy]

2. Si una particula se mueve a lo largo de lacurva C ¢ R¢ es movida por la fuerza
F: D @ R3 R3definida por F(x;y; z) = (P(X;y; 2); Q(x;y; z); P(X;Y; 2)),
entonces el trabajo W realizado por la fuerza F a lo largo de C esta dado por

Ejemplo 17.- Determine la masa y la coordenada z del centro de masa de un
alambre en forma de hélice descrita por la curva a(t) = (eost;sen t\'t) entre
t=0y t=2n,siladensidad es p(x\y;z) =x2+y2+1z2

Solucién

Como a(t) = (eost;sent;t), a'(t) = (-sen t;eost;1) y

l2’COIl —V2, t e [0; 2tt], entonces la masa del alambre es

M= f p(x;y;z)ds = i p(a(t))lla’(t)lfdt
Jo

= M + t2\[2dt = 2V2 for +

Luego, la coordenada z del centro de masa del alambre resulta

__ fe zP(x;y;2)ds _ YR2i@wt(l + t2)dt _ 3(zr -f 27t3)
z
M '}\;'E WQ*,\ .14n2\1 3 4 4tt2

Ejemplo 18.- Halle el trabajo realizado por el campo de fuerza F(x;y) = (y2;x)
al mover una particula desde (0;0) hasta (2;0) a lo largo de la curva C descrita por
el conjunto S = {CGY) E12 /7y = 1 —|1 —x\]

Solucién
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La curva C = CxU C2 se muestra en la figura 6.17. Las funciones vectoriales que
representan a las curvas Ct y C2 son, respectivamente:

Cii(t) = t6 [0;1]
Q:a2(t) = (i+t;1-1t), tg][o0;1]

Luego, el trabajo realizado por la fuerza F es

W =1 F(x-,y)»dr= f [y2dx +xdy]
Jc Je
= [y2dx +xdy]+1i [y2dx + xdy]
Ja Je2

= [ (2 0dt+ £ [1- 92+ @+ D(DIdE= -

Ejemplo 19.- Halle el trabajo realizado por el campo de fuerza

F(x;y) = n ;- — T.y2] al mover una particula a lo largo de una recta
que va desde A(a; b) hasta £(c; d).

Solucién

La funcion vectorial que representa a la recta que va desde A hasta B estd dada
por

C:a(t) = (a+t(c-4):b +t(d-b)), 0<t<| (Fig. 6.18)

Luego, el trabajo realizado por la fuerza F a lo largo de la recta es

W=1f Fkxy:z)edf=i [—I*"~ dx-~ - —d
Jc (x;y:2) )c [ X2+y2 Xx2+y2 y
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-i'[ [a+tC~a](C~a)+ [b+t(d~b)l(d- b)dt
Jo [ [a4t(c- a)]24 [b+t(d - fa)]2

rl 0 11 1 /a2+ N\
=[-2 Inlta+ f(c“ a)] + b+ 110=21In (c2+ fr2)

Ejemplo 20.- Halle la masa del arco de lacurva C\x - eleost,y - etsent,

z —ec desde el punto correspondiente a t = 0 hasta un punto cualquiera t = t0,
si la densidad del arco es inversamente proporcional al cuadrado del radio polar, y
en el punto (1; O; 1) la densidad es igual a 1

Solucién
La funcién vectorial que representa a la curva Cy la densidad del arco son
k
C.a(t) = (eteost;elsent\el) y P(x;y;z) - X—Z--J;-S/-%-Z-_Zé
Dado que P(1;0; 1) = k—: 1, entonces k —2
Luego, se tiene
a'(0 = (ef(cost- sent);et(sent+eost)hel),P(x;y;z) = ;(y %i? y

[la'(t)]| = V 3et
Por consiguiente, la masa del arco de la curva comprendida desde t = 0 hasta
t- tOes

[rtO
M= [ p(x;y;z)ds = | p(a(t))lla’(t)l|dt
Je Jo

rto

2 —
A _ T
10 ylleldt = V3(1-¢e “I°)
Ejemplo 21.- Halle el momento de inercia sobre el eje Y de un alambre
semicircular que tiene laformax2+y2 =1, y > 0, si su densidad es
p(x;y) = |X| + |y|. Determine también la masa y el centro de masa del alambre.
Solucién
La funcion vectorial que representa al semicirculo superior de x2-fy2= 1es

Qa(t) = (eost;sent), tG[0;7] y [Ja'(t)l =~

Luego, el momento de inercia del alambre con respeto al eje Y es

INTEGRAL DE LINEA Y DE SUPERFICIE
r71/2

IY =1 (cos3t + eos2l.sent)dt 4 | (-cos3t 4 cos2tsen t)dt = 2
Jo n/2

La masa y las coordenadas del centro de masa del alambre son respectivamente

M= 1 p(x-,y)ds = i (JcosE| 4 jsen tj)dt = 4
Je Jd

f xp(x;y)ds _f yp(x;y)ds 2+n
O e — = O, = =
M J M 8
Ejemplo 22.- SeaF(Xx;y) = "yexy —"-\xexy — un campo de fuerzas

Halle el trabajo que realiza F al mover una particula desde el punto (1; 1) hasta el
punto (2; 2) siguiendo la trayectoria compuestapor  UC2 U C3, donde

Cx:es la semicircunferencia (x - 2)2+ (y-1)>= 1, y > 1
C2:es la recta que une (3; 1) con (4; 4)
C3:es larecta que une (4; 4) con (2; 2)

Solucién
En el campo de fuerzas, se tiene

M = yexy———)—(gl N = Xexy__)z_);_z_

De donde, resulta

dMm 1
— —exy Xxvexy 4------- = —
dy y X2y*  dx

Como la forma diferencial M{x\y)dx 4 N(x;y)dy es exacta, entonces la integral
de linea es independiente de la trayectoria que une los puntos (1; 1) y (2; 2).

Asi, se puede integrar a lo largo de la recta que une los puntos (1; 1) y (2; 2), esto
es,

Ca(t) =1;D)4-1(; 1)=(1 41t 14-1, t do; 1]

Luego, el trabajo realizado por la fuerza F a lolargo dela curva C es

W = f F(x;y) da(t) = f F(a(tj) *a'(t)dt
Je Jo
o AOHRY, -,
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Ejemplo 23.- Halle el trabajo realizado por la fuerza F(x;y;z) = (y;z;x) al
desplazar una particula a lo largo de la curva C, interseccion de las superficies
Z- xyyx24y2=1, recorrida en el sentido que vista desde encima del plano
XY, es el contrario al de las agujas del reloj.

Solucién

La funcién vectorial que representa a la curva C es

C:.a(t) = (eost;sen t;eost sent), t G[O;2n]

De donde resulta a'(t) = (-sen t:eost;-sen2t 4 cos2t)
Por consiguiente, el trabajo realizado por la fuerza F es

r ran
W = [ F(x;y;z) «da(t) = f F(a(t)) «a'(t)dt
Je Jo

r2n

= | [—sen2t 4 cos2tsent- eost sen2t 4 cos3t] = —
Jo

Ejemplo 24.- Halle el trabajo realizado por la fuerza
F(X;y;2) = (2x - y 4z;X 4y - 22;3x - 2y 4 47) al desplazar una particula

. (x-2)2 (y- 3)2 . .
alrededor de la elipse  ----- Y 4-3-- = = 1, recorrida en el sentido que,

vista desde encima del plano, es el contrario al de las agujas del reloj.

Solucién

Al parametrizar la elipse para que la particula recorra en sentido antihorario, se
obtiene la funcién vectorial

C.a(t) = (24 2e0st;343sent;0), t6 [0;271]
De donde resulta

a\t) = (-2 sent;3eost;0)
Por tanto, el trabajo realizado por la fuerza F es

W = f F(x;y;z) =da(t) = i F(a(t)) «a\t)dt
Je JO

r271

[-2 sent4eost sent4-15¢e0st 4 6]dt = 127T

EJERCICIOS

1.- Un alambre se dobla en forma de la semicircunferenciax24-y2=9, x > 0.
Halle la masa y el centro del alambre si
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a) la densidad es una constante ¢ > 0
b) la densidad es p(x;y) =y

Encuentre la masa y el centro de masa de un alambretriangular formado por la
recta 2x 4- 3y = 6y los ejes coordenados, si la densidad es p(x\'y) = x4 vy
3

Determine la masa y el centro de masa del alambre en forma de hélice que
recorre la curva a(t) = (eost;sent\t), 0<t< 2rr; si la densidad es
p(X;y; z) = z. Encuentre el momento de inercia con respecto al eje Z.

R. 2V2 T2, (o; —;—) ,2V2 n2
\ m 3

Halle la masa y el centro de masa de un alambre que tiene la forma de la hélice
C:a(t) = (t;sent\eost), 0 <t <2n\ donde la densidad en cualquier
punto (x;y;z) del espacio M3 es igual al cuadrado de la distancia de dicho
punto al origen de coordenadas.

Un alambre tiene la forma de la curva interseccidon del cilindro parabdlico
z=4—y2 z>0conelplano x = 4 - y. Calcule la masa del alambre si su
densidad en cada punto es p(x; y; z) = |y|.

Calcule la masa de un alambre que tiene la forma de la curva interseccion de-
las gréaficas de las ecuaciones x2+y24-z2= 1, y = z, si su densidad es
pP(X;y; z) = X2

) rv2="_7 7 Q
Un alambre tiene la forma de la curva C: ¥ o~

X4z=4

Si en cada punto (X; y; z) de Csu densidad es p(Xx;y; z) = iy| (X 4 z). calcule
a) la masa del alambre
b) la primera coordenada del centro de masa del alambre.

Encuentre el momento de inercia de un alambre circular de densidad igual a 1
con respecto al origen, si el alambre tiene la forma de la interseccion de la

esferax24y24z2= 1lconelplanox+y 4z =1 R 2n\/'2/3

Un alambre tiene la forma de la curvay = x2, —1 < x < 1. La densidad del
alambre es kyjy. ¢Cudl es el momento de inercia del alambre con respecto al
eje Y?

w> ol
<
(3]

.

T

—_
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10.- Halle el trabajo que realiza el campo de fuerzas F(x;y;z) = (1 4y; X\ —yz)
para trasladar una particula desde el punto A(2;2; 4) al punto B(3;V3; 2) a lo
i r. (x2+y2+z2=16
|argo de la curva C: E Yy y2 = 4x

11.- Calcule el trabajo que realiza el campo de fuerzas
F(x;y; z) —(6xy34 2z2;9x2y 2;4xz 4 1) para mover una particula desde el
punto j4(2;0;0) hasta el punto B(0; 0; 2),siguiendo  la curvainterseccion de
la semiesfera x2+ y24-z2= 4, z> 0yel cilindrox24-y2= 2x,recorrida
en sentido horario, si se observa desde el origen de coordenadas.

12.- Calcule el trabajo que realiza el campo de fuerzas

—X —y —Z \

F(x:y, 2) =
Y 2) = (o nyoa 212032 (x24y24 22) 32" (x24y 242232

para mover una particula a lo largo de una recta que une los puntos A(a; b;c)
y B(d; e\/) R (d24-e2+f2y xji2—(a2+ b24c2)_1/2

13.- Halle el trabajo que realiza el campo de fuerzas F(x\y\z) = (x;y;z) para

mover una particula desde el origen de coordenadas hasta el punto (1; 1;V2) a
lo largo de la interseccion de las superficies x24-y2 - z2, y2 —x

.14.- Determine el trabajo que realiza el campo de fuerzas
F(x;y, z) = (xy,x +y) para desplazar una particula desde el origen de
coordenadas hasta el punto (1; 1) a lo largo de
a) larectay —x R. 4/3
b) la pardbolay = x2 R. 17/12

15.- Calcule el trabajo que realiza el campo de fuerzas
F(x;y;z) = (8xy3z; 12x2y 2z; 4x2y 3) para mover una particula desde el
punto A(2;0;0) hasta el punto B(l: V3;n /3) a lo largo de la hélice circular
a(t) = (2eost;2sent;t). R. 4v5 T

16.- Halle el trabajo que realiza el campo de fuerzas
F(x;y;z) = (yx;xz;x(y 4-1)) para mover una particula sobre el contorno
del triangulo de vértices ~4(0; 0; 0), B{2\ 2; —2) y C(2; 2; 2), recorrida una vez
y en ese orden. R 5

17.- Calcule el trabajo que realiza el campo de fuerzas
F(x;y;z) = (y2;2xy 4 z;y 4 2) para mover una particula a lo largo de ia
curva descrita por la funcion a(t) = (eost ;sen t;el), te [0;n]

18.- Sea C una curva que une los puntos A(I\ 1) yB(3; 1) y
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F(x;y) = A ——;~ un campo de fuerzas. Calcule el trabajo

que realiza F(x; y) para mover una particula desde el punto A hasta el punto B
siguiendo la curva C.

19.- Calcule el trabajo que realiza el campo de fuerzas

F(x\'y;z) = (Sesenx -6y +In(l - z) ;4x 4 ecosy 4 ez;3x3y4z)

X2 2
para desplazar una particula a lo largo de la elipse — 4 g 1, en sentido

horario.

TEOREMA DE GREEN

Existe una relacion muy importante entre las integrales dobles y las integrales de
linea que a continuacidn se presenta. Esto concierne a las integrales de linea sobre
curvas cerradas simples.

Antes de introducir este importante teorema, introducimos algunas definiciones
preliminares.

Definicion 4.- Una curva cerrada regular a: [a; b] -* M2 es simple, si a es una
funcion uno a uno, excepto en los extremos del intervalo donde a(a) = a(b)

Definicion 5.- Una regién S = R2 es simplemente conexo, si toda curva cerrada
simple a de S'se puede deformar continuamente a un punto sin salirse de S
(Fig. 6.19).

S{ es simplemente S2no es simplemente
conexo conexo
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Teorema de Green.- Sea F ¢ | 2 una region abierta, S =V una regién cerrada
simplemente conexa cuya frontera FrS = C ¢ R2 es una curva cerrada regular
simple.

dN
Si M'N’W’W:V @ R¢ -* R son funciones continuas sobre S, entonces
) IM(x;y)dx + N(x;y)dy] =JJ GD

La demostracion de este teorema se deja al lector.

.dN dM
Observaciéon 10.- Si e :d%/' entonces el area de la region S es

AS) = f  [Mdx + Ndy]
JFrs

Teorema 3.- (Integral de linea para el céalculo del area de una regién). Si
D ¢ R2es una region limitada por un camino cerrado C, entonces el area de la
regién D estd dada por

>4(D) = 53 [xdy —ydx]

Ejemplo 25.- Sea D la region interior al rectangulo de vértices (7; 4), (—7; 4),
(-7; -4) y (7; -4) y exterior al cuadrado de vértices (2; 2), (-2; 2),(-2; -2) y

(2; —2). Al denotar con C a la fronterade esta region, calcule iaintegral ~ de linea

I [4xydx 4 (2x2 4 4x)dy]
Je
Solucion

Como M = 4xy y N —2x2 4 4x, se tiene

N_4 4- 4 dM_4
E(—X Yy @—X

Al aplicar el teorema de Green a lo largo de la trayectoria C = CxU C2U C3U C4,
como se muestra en la figura 6.20, se obtiene

[ =3 [4xydx 4- {2x2 4 4x)dy\ = m - N T (Ax44- AX)dA

INTEGRAL DE LINEA Y DE SUPERFICIE

=4jj 4(area de D) —4(area del rectangulo - area del cuadrado)

D

= 4(112 - 16) = 384

Ejemplo 26.- Usando la integral de linea, calcule el area de la region limitada por
y —4—x2ey=x2—4

Solucién

Las funciones vectoriales que representan a las pardbolas C\:y = x2- 4 y

C2:y —4 —x 2 cuyo movimiento sobre sus trayectorias es antihoraria son:

Cl:al(t)

(t;i2- 4), t€[-2; 2]

C2:a2(t) = (2 —t4—2—1)2). t6[0:4] (Fig. 6.21)

Por tanto, el area de la region D es:

AD) = P ij [xdy - ydxJ = -ZEJO(xdy - ydx) 4 ;\ (xdy- ydx) !,
Ci+c2 J
2
sz(t(Zt)(dt - (t2- 4)dt) + |"0 [(2- t)(2(2- O)jcit- (4- (2- )D(-at) ]
- - J

r 1[64 641 64 ,
2(t2+ 4)dt 44}0 (4 + (2 - t)2)di =y u

[
' ~2T/\T
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Observacion 11.- El teorema de Green puede extenderse a conjuntos mas Teorema 4.- Sea S un conjunto cerrado y acotado de R2, tal que la frontera se
generales de manera sencilla. Supongamos que el conjunto S tiene como frontera recorre por un numero finito de curvas cerradas simples al,a2, ...,an.
dos curvas cerradas simples al y a2 que recorren en sentido contrario a las Supongamos que cada curva ak est4 orientada positivamente con respecto a 5.
manecillas del reloj con relacion a S. Esto significa que la region S siempre esta a Si M,N:S ¢ K2 -> K son funciones continuas en una vecindad de S, entonces
la izquierda cuando una particula se mueve sobre ¢l 6 a2.

. ff fdN dM\ v or
(Fig. 6.22) _ _ ) 1 = (Mdx + Ndy)
Conectamos al y a2 mediante dos rectas que no se intersecan o mediante

trayectorias poligonales como se muestra en la Fig. 6.22. Ahora, el conjunto 5
esta dividido en dos conjuntos Sx y S2 cada uno de los cuales tienen una curva

. i Ejemplo 27.- Sea S la region exterior al circulo
frontera cerrada simple Yi y Y2>

unitario C2 que estd limitada por ia izquierda
por la pardbolay2 = 4(x + 4) y por la derecha
por larectax = 4. (Fig. 6.23)

Utilizando el teorema de Green, calcule

_d + o -
L, X2+y2 X x24—y2dy
donde Cx es la frontera exterior de S orientada
como se muestra en la figura 6.23.

Solucion y *
C M = — i
omo Xg+'yg yN X2+ yZ'SEtIene
dm dy y2-x2
T —Jﬁr (dN  dM\ o dv (x2+y2)2 ' dx(x24y2)?2
”Y' (Mdx 4 Ndy) =77 - - — JdA, P2 1.2 Luego, Asi, por el teorema de Green se tiene
1 C
N dM /['x24—yl_-dx x24ry_dy @A =0
/ JIA = < (Mdx + Ndy) +f (Mdx 4 Ndy)
dx ay Ja -az Luego,
Y dx dx 4 d
=1 (Mdx + Ndy) + (@ (Mdx + Ndy) L x24.y2 Ix2+yi 4_ L X24y2 X2 4 y- yl

El cual es equivalente a

A oL ]-LY _
L (' X2+y* - 'x24—y2dX4x24-y:dy

Esto indica que la curva -C2 esta orientada en sentido antihorario, esto es, la
funcion vectorial que representa a esta curva es

~C2:a{t) = (eost;sent), tE[0;2n\

Por tanto, la integral de iinea es
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CEXRRIAT S AP =21

Ejemplo 28.- Calcule laintegral | [(xy +x +y)dx + (xy + x - y)dy];
Je
donde Ces lacurva de

X2 y2 :
a) laelipse — + — =1 (Fig. 6.243a)

b) la circunferenciax2 +y2 = ax (Fig. 6.24b)
Solucidn

ComoM=xy +x+y y N=xy +Xx -y, setiene
M 41 dN o
~ :X _— =
ay y dx y

Luego, por el teorema de Green resulta

J [Qy +x +y)dx + (xy +x - y)dy] =JJI(y - x)dA

a) Para calcular la integrai doble en coordenadas polares, se hace ja
transformacion

(x
rcosQ« (x = arcos6 r,

ﬁ f sen 6 (y=brsen9 “IW ) =abr.

donde la regidn de integracion esS = {(r;0) / 0<r <1, 0<6 < 2n)
Por consiguiente, por el teorema de Green se obtiene:

INTEGRAL DE LINEA Y DE SUPERFICIE

=) [(*y + x +y)dx + (xy +x - y)dy] = JI(y - x)dA
c S

= f f (brsen 9 —areos9)abr drd9 =0
JOo Jo

b) En coordenadas polares, laregion  esta dada por
=[(r;9)/ -~<9<]|,0<r<aeos0] (Fig.6.24b)
Luego, por el teorema de Green se tiene:
[=J3 [(xy +x +y)dx + (xy +x - y)dy] = JJ (y - x)dA

IAjg tacosd i
(rsen 9 —reos9)rdrd9 = —
J-n/2 Jo

Ejemplo 29.- Valiéndose de la férmula de

Green. calcule la diferencia entre las integrales yiv
h= 0 [(*+y)2dx- (x- y)2dy] a
JAmB
U= 1 [(*+y)2dx - (x- y)ady] -p Yy N
donde AmB es un segmento de recta que une los A . \

puntos ¢ (0:0) y B(l; 1) y AnB es el arco de la
pardbolay = x 2.

Solucién

ComoM = (x+y)2y N =-(x - y)2 setiene

Fig 625

dm . dN
— =2(i+ty) y -.-2(*-y)
Luego, por el teorema de Green resulta

[dN dM~’ rl rX
u

Ejemplo 30.- Si U es la region del pnmer cuadrante del plano XY limitado por las
curvas 4y = X,y = AX, Xy = 4, halle el area de 4.
Solucién
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X
Sea Fr(U) = CxU C2 U C3 la frontera de la region fl, donde las curvas Cx:y = 4

C2:xy = 4 y C3:y = 4x estan representadas por las funciones vectoriales

CjiaiCt) = (4t;t). te [0;1]
= t 6 [0; 4] (Fig. 6.26)

C3:a3(0 = (1-t;4 (1-0). te[0;1]

Por tanto, el area de la region U es

A(il)y =~ i [xdy - ydx]
ZFr(il)

=\ [ [xdy- ydx] +\ i [xdy- ydx] +\ i [xdy - ydx]
¢ ¢ Jc2 z Jc3

AMDT+TGrL i~ d o, +jijit] # 1" 1-W - Odt +4(1 - t)dt]

= 41n4 u?2

Ejemplo 31.- Halle el area de la region interior a la circunferencia x24-y2 = 4

1 1
y exterior a las circunferencias (x —1)24-y2 = ” x41)24-y2 —

x24-(y- 1)2= X2+ (y+1)2=n (Fig. 6.27)

Solucién

SeaC= Cj UC2U C3U C4U C5,donde Oxix24y2 =4, C2i(x - 1)24y2=

c3-(X+ 1)2+y2=" Chx2+(y—1)2=" ,Co:x2+ (y+1)2=
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Luego, el area de la regiéon H es

Afti) =¢J [xdy - ydx] =J - f - J - j - j =3ttu2

-Cs3 ~C4 —Cs

EJERCICIOS

L- En cada uno de los siguientes ejercicios, verifique el teorema de Green
agM=-y, N=xS0<x<1 0<y<l1l R 2

2xy3
by M = —)-/--——x2y, N = x2y2, 5:eseltriangulo de vértices (0; 0), 1;0) y

(1:1) R. 47

c)M =0, N=x, Seslaregion comprendida entre las circunferencias
x2 1y2 - 1( x2 4y2=4 R. 31
dM=—y, N=x Seselanilloa2< x24y2<b2donde0<a<hb
R 27r(b2~ a2)
2.- En los siguientes ejercicios, utilice el teorema de Green para calcular la
integral indicada.

r

a) j (x2ydx 4y3ayj,donde Ces lacurva cerrada formada pory = x,y3 = x2
de (0;0)a (1;2) R —1/44

b) Si\ [(2x3—y3)dx 4 (x34 y3)dy],donde Cesel circulox24y2=1
e
R

R-2

0 j [(y 4ex")dx 4 (2x 4 cos(y2))dy], donde Ces la curva que limita a
Jc

ia region comprendida entre las pardbolasy = x2, x.= y 2.

d) j ivx24y2dx 4 (xy24yIn(x 4vx24y2))i,donde Ces lacurva
jc
que limita a la region, en el primercuadrante, comprendida entre las graficas
X2y2 X2 2
y PRl y

— 4 — =1 —r4 —F1l.x = =0.
02 4al ™" 4bn ' x =0v =0

de las ecuaciones

3.- Calcule ias siguientes integrales de linea:

o '™

J(0-1)
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f(0;)ydx -xd
( )y_ -——7y—*d0nde C eslacurvax =
k m X2+y?2

b)
n
R- 2

c) j>[exseny dx 4 exeosy dy], alrededor del rectangulo con vértices (0;0),
(0.(:1) y (o) -3

4.- Calcule j |"3x2ey- x2 - dx + (x3ey + cosy)dy alrededor de

X2+y2=1 R. —

5.- Calcule 1 I(4y +exeosy)dx —(y2 exseny)dy] en sentido contrario

Je
al movimiento de las manecillas del reloj y alrededor del paralelogramo cuyos
vértices son (0;0), (2;0), (3;1) y (1;1) R -8

6.~ Calcule J[(senh x —I)seny dx 4 (coshx eos y)dy] en sentido contrario
Je

al movimiento de las manecillas del reloj, alrededor del rectdngulo 0 < x < 2,
0<y<| R. 2

7.- Calcule J| i2arctan (-) dx -fIn(x2+y2) dy\ alrededor de la
o X

circunferencia (x - 2)2fy2= 1 ensentido positivo. R. 0

f
8.- Calcule | [2xyz2ax + (xzzz -f z cos’yz) dy *f (2x"yz 4y cos(yz) dz]
Je

sobre cualquier trayectoria C desde P(0; 0; 1) hasta Q (1; —2j /2. #4 1

9.- Verifique el teorema de Green, para cada uno de los siguientes ejercicios
a) M =x2y, N =xy2, donde Ces la frontera de la regién S en el primer

cuadrante limitada por las graficas dey = x, y =X R. 1

b) M =x4y, N = x2v, Ces la frontera de la region S en el primercuadrante
limitada porx = 0,y = 0,y = 1 —x2
c)M =0, N = x, Ses laregion interior a la circunferencia x2 i-y2= 4 y

1 1
exterior a las circunferencias (x —1)24y2=- (x4 1)24y2=-

n
eos6l,y =senat, 0 < t< —
2
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d) M =0, N =x, donde Ses laregion interior a la circunferencia
x24'y2 = 16 y exterior a las circunferencias x24-y2- 4y 43 =0y

9 9 Sin
X +(y+1) —4 ., R- ~4~

10.- Calcule la siguiente integral aplicando el teorema de Green
|, (x 4y 2)dx 4 x2y dy (en el sentido positivo) donde S es la region limitada
por las curvasy2 = x, |y| = 2x —1
11.- Al aplicar el teorema de Green, calcule la integral j) [—x2y dx 4 xy2dy]

donde C es la circunferencia x2 4-y2 = a2 que recorre en sentido antihorario.
na4
R' ~2~
12.- Mediante el teorema de Green, halle el area de la region encerrada por las
curvas dadas.

* 2

a) Ses laregion interior a laelipse — 4 — = 1

3na2
b) S encerrada por el astroide x —a cos6t, y —asen t R —

c) Ses laregion mas pequefa limitada por la circunferencia x2ry 2= 16y ia

rectax 4y = 4 R. 471 —2)
d) S limitada por la cardioide x = a(2eost - e0s.21),
y = a(2 sent —sen2t) R. 6na2

6.4 PARAMETRIZACION DE UNA SUPERFICIE
Sea D ¢ R2 un conjunto abierto y (p: D ¢ R2m» R3 una funcion definida por
0:(u; v) —(L(u;VI®2(G1D)V);(p3u]v)),\M/(u',v) ED (Fig. 6.28), donde

02>(p3’D &z R2 -* R son funciones coordenadas de 0.

Fig 0.28
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Definicién 6.- La funcién 0: D ¢ R2 -> R3 es diferenciable de clase Ck (lc > 1)
si sus funciones coordenadas 01;02,03:D ¢ R2-> R poseen derivadas parciales

continuas hasta el orden k.

Definicion 7.- Una funcién 0: Dc R2-*IR3 (D conjunto abierto) es una
parametrizacion propia de R3, si
i) 0 es uno a uno (inyectiva)

ii) 0 es diferenciable de clase al menos C2y tal que la matriz

doi (P) d(p2(P) d()3(P)

du du du
atpAP) 502(P) dO03(P)
dv dv dv. 23

es de rango 2, es decir, la matriz tiene dos filas diferentes de cero.

Ejemplo 32.- Sea D = {(u;v) ER2/ u24v2< 1} y 0: Dc R2—R3 una
funcion definida por O(u; v) —(u; i2Vi —u2—V2). ¢ (p es parametrizacion
propia de R3? (Fig. 6.29).
Solucién
i) Para (u;17) y (u'; i?") en D, se tiene
O(u;y) =0(u ;I7) <5 (u; v; Vi —uz - v2) = (U im VI —u'2—i/2)
Por iguaidad de vectores, se tiene u —u , v = i/, entonces (u; 1§ = (uf;vi
Luego, 0 es una funcién inyectiva.

Fig. 6.29

ii) 0 es diferenciable, V(u; 17) e Dy la matriz
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-£01 d(P2 g03 . u

de  du  du _ VI - u2—v2
301 ~p2 ~03 4 Y

-@7 dv o os17 - Vi - U2- 112393

es de rango 2, pues tiene dos filas diferentes de cero.
Por tanto, 0 es una parametrizacién propia de R3.

Ejemplo 33.- Sea D = |(u; 1) E R2/ 0<u < 2n, 0< 17<—}. Lafuncion

0:D cR 2->R3 definida por 0(u; v) = (eosu sen v; sen u sen vl eosv) es
una parametrizacion propia do R3 (Fig. 6.30).

Ejemplo 34.- Sea D={(u; 1 ER2/0<v<2n} y 0:Dc R2->R3 es una
funcion definida por 0: (u;17) = (ueosv ;usenv;u). Pruebe que @ es
parametrizacién propia de R*\
Solucidn
i) 0 es inyectiva, pues
O(u; 17) = O(u;i7r) « (ueosl7;usenv,u) = (ucosi;' ;uesen vr:uf)
fucosy = u'eosv)
Luego,ju sen i? = ursen i/L dedondeu -u y v = ifr
% u-u )
ii)0 es diferenciable, pues sus funciones coordenadas tienen derivadas parciales
continuas. Ademas la matriz

doi dc)2 dos

du du du r eosy sen 7 1]
A0 dé2 0(p3 l-useni; wueosy 0j2x3
L di;  di7
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| eosv senv i _

. =u”™o0
l-useni? ueoswW

N
es de rango 2, ya que

En consecuencia O es una parametrizacion propia de ]

PARAMETRIZACION PROPIA PARA SUBCONJUNTOS DE R3
Definicién 8.- Sea M ¢ R3un subconjunto. Una funcién 0: D ¢ R2 -* R3es una

parametrizacion propia de M, si 0(D) ¢ M. En este caso se escribe 0: D cz R2 ->
M (Fig. 6.31).

Fig. 6.31
SUPERFICIES REGULARES EN R3

Definicion 9.- Una superficie regular en R3 es un subconjunto M ¢ R3 con ia
propiedad siguiente: Para cada punto PG M existe una parametrizacién propia de
M, esto es 0:Dc R2->M, tal que 0(D) contiene una vecindad de PGM
(Fig. 6.32).

Fig 6 32
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Ejemplo 35.- La superficie esférica de centro en el origen y radio 1, es una
superficie regular.

PLANO TANGENTE Y VECTOR NORMAL EN UN PUNTO DE UNA
SUPERFICIE REGULAR EN R3

Sea M e R3una superficie regular y PG M. Entonces existe una parametrizacion
propia. 0: D -> M tal que 0(u; v) = (0i(u; v); (P2(u; v); (P3(u; v)).
Sea (u0;v0) 6 D, tal que 0(uo;vo) = Pysea C-= {0(uo;i?) c M/ (u0;t;) c D}

una curva que resulta al intersecar la superficie M con el plano u = u0 (Fig. 6.33)

Fia 6 33
Por consiguiente.
Cx:0(uo;i?) = (cpi(uiv); 02(uoi v)I 03(wojv)) es una curva regular en M. Asi
el vector velocidad a la curva Cxen el punto P es
dO0(uo;i7to)  /'0<Pi(uo;v0) d(p2(u0]v0) dcf)3(u0;v0)\
- ( ar™ L. —

Anélogamente. C2 = {0(u;ro) ¢ M/ (u;vo) G D} es una funcién regular en Af.
es decir, C2:(j)(u:v0) = (0i(u; I0); 0 2(u; I0); 0 3(i¢; i;0)) . Su vector velocidad
en el punto P es

. 00 (uo;vo) /~(UoiVo) ot=2(ul\v0) d<p3(u0-,v0)\

v»(U0:«0) = *( a. ; a,, Tu-.. j
Definicion 10.- El plano generado por los vectores OU y 0L es el plano tangente
a M en el punto P cuya normal es A = 0Ux 0”. Por ser 0 una parametrizacion

propia, 0OUx 0,, O

Ejemplo 36.- Sea M ia superficie esférica de centro en ei origen y radio 1.
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SeaD = ((u;v) ER2/u2+v2<1) vy

@D —-=M/ 0(u;v) —(u; v; VI —u2 —v2)unaparametrizaciéon  propia de M.
Para el punto P(0; 0; 1) G M, se tiene Cx0(0; v)= (0;y; VI —y2)v su vector

_A
- :\| y ai evaluar en Q(0; 0) resulta Or = (0; 1; 0)

/
velocidad es Qv = g\O; 1;-
vi —v2'

Andlogamente, C2:<>u; 0) = (u; O;vi - u2) y qu(0; 0) = (1; 0; 0;

Asi, el vector normal del plano tangente a la superficie esférica en P(0; 0; 1) es
N = gu xcpv = (0;0;1)

Por lo tanto, la ecuacion del plano tangente es
PT:z =1

6.5 AREA DE UNA SUPERFICIE

Sea una parametrizacion propia de la superficie Mses decir, la
forma paramétrica de una superficie expresada en ia forma z = f(x\y).

Sea Qo(u0;v0) 6 D y PO = (p(u0;v0) el punto correspondiente en M.

Si hacemos un pequefio cambio au a lo largo ae la linea v - vQy un pequefio
cambio dv a lo iargo de u = u0 en (?0, el area del rectangulo asi formado en ei
plano UV es dudv. Estos cambios inducen cambios vectoriales en M que son
dados aproximadamente por

AA, AA ol -, - 3A P\ r

_ &> jd(pl™ d(p2_  d(p3
dcpv—a/ dv—zdv 7 k dv

Estas diferenciales dcpu y d(pv son aproximaciones de los lados de un pequefio

paralelogramo en M cuya area esta dada por
d¢ = ||[dOu x d(pv|| = ||0OUx 0Jdudv; al que se le denomina elemento de area
de la superficie M. o también diferencial de area.

Por tanto, el area de la superficie M, viene dada por

d(p
dv

>
A(M) = \]\]\\(pJ x (v\\dudv = \]\] J(:u dudv

Observacion 12.- Sea f:D ¢ | 2->E una funcién continuamente diferenciable,
tal que z = /(x; y). La gréafica de / es la superficie

M= G ={(x;y;z) / z=1(x;y). V(xiy) 6 D}
La parametrizacion propia de esta superficie es
fDci2-*Mcl3/ <xy)=XY;/(X;Yy))
Luego, se tiene
di) o \H
— X — =
dx dy T\ T [dy

Por consiguiente, el area de la superficie z = /(*;>") esta dada por
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Ejemplo 37.- Determine el rea de la parte del paraboloide hiperbélico
z =y2 - X2que se encuentra dentro del cilindrox2+y2=1
Solucién
La parametrizacion propia del paraboloide hiperbdlico (Fig. 6.36) es
0O:cpc R2 wm c R3/ 0(x;y) = (*5y;y2- X2)
donde D= {(x;y) c R2/ x24y2< 1}

d
Como _(p = (1,0, —=2x) y gh = (0; 1; 2y), se tiene

dep  dop

dx X_CTV = (2x;—=2y; 1) y = VI +4(x24y2)

dx dy

Luego, el area del paraboloide hiperbdlico que se encuentra dentro del cilindro es
ri -vi—2
AAI) = jV1I+4(x2+y2)cM=j |j _v;1+ 4(x2+v2) dxdy

Al utilizar coordenadas polares x = reos0 y y = r .sen ti. se obtiene

\BV5 —1
AM) = i iyl Tarardrap="">"""
‘0 *o

Ejemplo 38.- Determine el area de una superficie esférica de radio a
Solucién

Seaz=/(x;y) ="a2- x2- v2 la parte superior de la superficie esférica de
radio a. La parametrizacion propia de la parte superior de la superficie esférica es
0:Dc R2 Mtal que 0(x;y) = (x;y;ya2- x2-y2)

donde D = {(x;y) ER2/ x24y2< a2}
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ya2-x2-’y2/ dy \

Como w0 (10 »
dx v
d(p A dep
dx  dy

y

se tiene
yla2-x 2-y 2]

*\ az—x2—y2 aL—x2—y2 Ja2—x2—y2

Luego, el area dé la superficie esférica es

A(M) = [f
Jld Va2-*2-y2

-=JL

= dA

Al utilizar coordenadas polares x = reos0 y y —r sen 6, se obtiene

r72 fa

A(M) =8 | :

Jo

rdrdO = 47ra2u?2
‘o va2- r2

Ejemplo 39.- Encuentre el area dela parte del
plano x 4y - z = 0 que se encuentra dentro del
cilindro circular x24-y2- ax = 0 [a > 0).

Solucién

La parametrizacién propia del plano
z=/(x;y) =x4yes
0:Dc R2->M ¢ R3tal que
0(x;y) = (Xy; x 4y)

donde D = ||(x; y) GR"/ {x @

dep

\2

<%

do .
Como o 1;0;1) y 6y = (0; 1; 1), se tiene

dcp dtp L

dx

d

y

v3

Luego, el area de la pane del plano es

AA) = 2 |
‘0

ra ryjax-x*'

Jg

V3 ayax

Al pasar a coordenadas polares, se obtiene

A(M)

2i

tt/2 "acos 6

V3 rdrdO =
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Ejemplo 40.- Considere la superficie z = 2—x2—y, donde su dominio de
definicién es el triangulo D limitado por las rectas x = 0,y — 1,y —x. Halle el
area de la superficie.

Solucién

La parametrizacion propia de la superficie es 0: D ¢ R2 -* M tal que

00;y) = (x;y;2-x2-y)
donde D = {(x;y) £ K2 /* <y <1 0<x< 1} (Fig. 6.38)

o> dé .
Como — = =(1;0,—=2x) y — =0y = (0; 1, —1), se tiene

WX X G\ = 72 + 4*2
Por tanto, el area de la superficie es

A(M) = uVZ f4x2d4=J J v 24 4x2dydx

= [ (L- V2 4-4x2=2In(V2 4V3) 4" = 0,809
n

Ejemplo 41.- Calcule el area del pedazo de cilindro x24-y2= 8y que se
encuentra dentro de la esferax24-y24-z2 = 64.

Solucién

Al proyectar ei pedazo del cilindro sobre el plano YZ, se tiene

M:x = /(y; z) = v8y - y2 (Fig. 6.39)

La curva de interseccién entre la esferay el cilindro en ei plano YZ es

z2 = 64 —8y. La parametrizacion propia de la superficie M es

0:Dc R2-*M c R3tal que 0(y; z) = (v 8y —y2;y; z)' donde

D={(y;z) GR2/ 0<z<"64- 8y, 0<y<8}
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Comoqy = (-====; 10i y 0Z= (0;0; 1), se tiene

Por tanto, el area de la superficie M es

, (M), rr * iziy. 4f . 256u,
" /8y-y2 Jo Jo V8y-y~N
EJERCICIOS

1.- Encuentre el area del pedazo del paraboloide eliptico z = x2 4-y 2 que se

encuentra debajo del plano z = 4 P. (17V17 —1) Euz

2.- Calcule ei area del pedazo de cono z2 = x24y2 que se encuentra sobre el
plano XY y dentro de laesferax24y24-z2- 4y =0 R. V2nu?2

3.- Halle el area de la superficie dei paraboloide 2z = x2 4 y 1 que queda fuera

27r(5V5 - 1)

del cono z¢ = x¢ 4 y* R .- u?2

4.- Encuentre las areas de las siguientes superficies’
a)z = yfl -x 2-y2, D={(x;y)/x24-y2< 1}
b) z=x24y2 D={Kxy) x2-fy2<1)
€)2z=4-x2-y2 D= {(x;y)/ 1<x24y2< 2}
5.- Encuentre el &rea de la porcion de cada superficie descritos corno:
a) lapane de bz = x2- y2 interior al cilindro x24y2= a2 (ab > 0)

P. -f(fc24 4a2)32 —¢3lu2
b) la parte del cilindroy24 z2= 4a2paraelcualz > 0,0 <y< a—x.
0 <x<a R.a2("+2V3 - 4)u?2
3 /

c) la pane del cilindro z2 = 8x interior a la columna prismatica acotada por

In(2 4 V3)

los planosy = 0, x = 1y el cilindro x¢ = 4)'
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d) el area de la pane de la esfera x2+y24 z2 = a2 conado por el cilindro
X24-y2- ax R, 2d2§i - 2)u2
6.- Encuentre el area de la parte del cilindro x24-z2 = a2 interior al cilindro
y2=a(x 4 a) R. 8V2 a2u2

7 En los siguientes ejercicios, halle las areas de las partes indicadas de las
superficies dadas.

a) De la parte z2 = x2 4y 2 recortada por el cilindro z2 = 2py R. 2\r2Znp2ug
b) De la parte y 2 4 z2 = x 2 recortada por el cilindro x2—y 2 —a2y los planos
y=by=—b R. 8V2 ab u2

6.6 INTEGRAL DE SUPERFICIE

Sea E ¢ | 3 una superficie regular y g:E ¢ R3-> R una funcion definida sobre
£, sea A D ¢ R2->E una parametrizacion propia de E, donde D es una region
cerrada en R2. (Fig. 6.40).

Sea P = [rltr2, ...,rn} una particiéon de la regién cerrada D ¢ R2, esta particion
induce la particion P' - {olto2.....an} de 0(D) donde & = 0(r¢) para
i=12...n.

Sea (U'¢; G un punto arbitrario tal que O(u'¢; i;'¢) = La suma
de Riemann de g correspondiente a la particién P'es

n

N oog(xf y'i,zi)A(ai), donde >4(cr;) = Area de oi
3

La integral de superficie de la funcién g sobre la superficie E esta dada por
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I =il g(x;ytz)da =

E 1=1

Observacion 13.- Si E = 0(2)), entonces la integral de superficie de g sobre E
esta dada por

dep  dep
/ = -
g(<PsV)) 4, x gy dudv
siempre que exista esta integral.

TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA INTEGRAL DE SUPERFICIE

Teorema 5.- Sea E una superficie regular de R3, qDc¢c R2 E una
parametrizacion de E, tal que O(u; v) = (0a(i; v); (p2(u;v)\ 03(u; v))
Si g: E -> R es funcién continua, entonces:

a) existe 11 g(x;y;z)da

E

b) 1'l g(x;y; z)da = jj g(<pi(.u-, v); g2(u; u); 03(u; v))|l0u x Gv\\dudv

Observacion 14.- Sea D e |2 una region cerrada y f:D -+R wuna funcién
diferenciable de ciase C2, su grafica es la superficie

E = Gf = {(x;y;z) GR3/ z = f(x\y), V(x;y) G2}

La parametrizacion de E es
(p:D -* E ¢ R3definido por0(x;y) = (x;y; f(x;y))
Sea g: E -> R una funcion continua, entonces la integral de superficie de g sobre
E esta dada por
frmmmmmmmn mmmemeeen ~2
1Jg(x;y;z)da =11 g0 y; f(x;y)) jl +( ™ i- dA

F F .o
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INTEGRAL DE LINEA Y DE SUPERFICIE

Ejemplo 42.- Calcule JJ g(x;y;z)do/donde ¢7(x;y;z) = x2z , —_— 3x2 3y2 _,
1+-r—-H r—T-dyd
I (X2+y?2) X2+y2 Xx24y2 yex
E:z = yjl —x2—y 2 (Fig. 6.41) rr 8 ryis3x2
Solucion =2 (x2 +y2dydx = 81 j (x2+ y2)dydx = 9n
d o o
Comoz =/(x;y) = fx = f = z -
VI-A:2-y ¢ Jl-xn-y2

entonces al aplicar la formula de la observacion 14, se tiene Ejemplo 44.- Calcule JJ g(x; y; z)di, donde g(x; y; z) = Xz, E es la parte
E

del cilindro x2+ y2 = 1entre los planos z = 0yz = x + 2
N dydx Solucion
y

1=JJx2zda =1JJ \A'a;Z—yZ 1+

1-x2-V2 1-x2- S , - .

E E X X En coordenadas cilindricas r, 9 y z , E esta sobre la superficie r — 1. Asi, al
donde D - {(x;y) £ IR'/ x* + y2< 1) es la proyeccién de E sobre el plano XV escoger 6 y z como coordenadas paramétricas en E se escribe
Por lo tanto, E:x =cosG, y =sen6, z-z, con (0;z) E D; donde

1 : D={(6]z) /-n <6 <t, 0<z<2~Feos0}
ff o, r -~

b= 1 x-dydx = | ._2X 2dydx =21 x2vI- x2ax = P Luego, la parametrizacion propia del cilindro es

g T (j):Dcl2-» £ ci3tal que 0(0;z) = (e0s0 ;sen 6;z)

Como 00 = (-sen 0;e0s0;0) y 0Z= (0; 0; 1), se tiene

10*x 0, =1

Por tanto, al aplicar la férmula del teorema 5 resulta
= g(x;y;z)da = j[ J(<>i(0;2); (p2(6; z); $3(0;2))|i0e x Jz\\dzd6

M rl-fG0sQ
= If zeos6 \\(pg x (pz\\dzdd = i | zeos0 rizd0 = 27t
Py x e J-J0

Ejemplo 43.- Calcule JJ (x* -fy 2)d<r siendo E la superficie del cono

z2=3(x2+y2) entrez =0y z = 3 (Fig. 6.42)

Solucién

Comoz =/(x;y) = v-'3(x2+y2), dz _ V3x dz V3y donde
d* Jx2+v2 dy vx2-fy2

2 {(x;y) EE"/0<x<V3 0<y<V3—x2}es laproyeccion de E sobre

XY, entonces se tiene
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EJERCICIOS

1.-Calcule las siguientes integrales de superficie JJ g(x; y;z)da

r fp----—---- o X2 y2 z2
a) L vx2+y2da,donde E es la superficie lateral del cono — + — = —

a2+ b2
0<z<b R 2na2

M

b) //Zda,dondeEes el cilindrox2+y2=1 0<z<1

Sin

c) JIx(y24z2)da,E semiesferax = yJ9- y2- z2 R. T

E

d) JI(y2+z2da, Ex=yl4-y2- 22

E

e) /1 xyzdo,E es el triangulo con vértices (1; 0; 0), (0; 2; 0) y (0; 1; 1)

E

f) z2do ,E es lafrontera del cubo C = [-1; 1] x [; 1] x [; 1]
E
Sugerencia: Resolver cada caso por separado y sumar los resultados.

g) W Ma.E es lasuperficiez = x2 4 y2seccionado porxz +y2<1

7T/10 2\
R- 8 \-3" 15]

2.- En cada uno de los siguientes ejercicios calcule |J g(x-,y;z)da

E
a) y;z) = x2, E es la parte del plano z = x interior al cilindrox2+y 2 =

V2
R .-n

b) g(x; y; z) = x2, E es lapane del cono z2 = x24-y2entre los planos z = 1

yz =2 . R ——T
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SUCESIONES
Y SERIES

7.1 SUCESIONES

En el lenguaje corriente las palabras “sucesion” y “serie” son sindnimos y se usan
para designar un conjunto de cosas o sucesos dispuestos a un orden.

En matematica, estas palabras tienen un significado especial. La palabra sucesion
tiene un sentido similar al del lenguaje corriente, pues con ella se indica un
conjunto de objetos colocados en orden, mientras que la palabra serie se usa en un
sentido completamente diferente.

En este capitulo primero se aborda el concepto de sucesiéon que es la base para
comprender satisfactoriamente el concepto de series de nimeros reales positivos y
serie de potencias.

Definicién 1.- Se denomina sucesion de nlmeros reales a toda funcion de Wen M
y se denota por: a:N ->1IR/ a(n) = an

Esto es. una sucesién aa,a2,a3,a4,a5#.. es un arreglo ordenado de nlmeros
reales, de modo que tiene un primer elemento, un segundo elemento, un tercer
elemento y asi sucesivamente.
Una sucesion se puede especificar proponiendo suficientes elementos iniciales,
como por ejemplo

3.8.13.18.23.28....
o dando una férmula explicita para el n-ésimo elemento, esto es

an—Sn 2. n” 1 o )anjns  {tn 2}n>
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0 mediante una regla de recurrencia
(in=an_1+5 n>2 al- 3

Ejemplo 1.-
222 2
a)y.-,-. eean = — b) 12,22,32an = n2, ..
ci—1.1,—11 —1...an= (-1)n,..
NN _ 1234 n
d)ILVZ.v3.V4...an=vn, . e)r,r, T ,-r... an
Z o frb 71+1

58 11 1
fi2'2'3'T ... O =3-4"'
En cada uno de estos ejemplos hemos exhibido el n-ésimo elemento para asi tener
en forma mas compacta de la forma general de elementos de la sucesion.
Una representacion grafica mas conveniente de una sucesion se obtiene marcando
simplemente los puntos alt a2,a3, ..., an, .. sobre la recta real R.
Este tipo de diagrama indica hacia donde va la sucesion. Por ejemplo, se tiene

t/3 Cl, —1 c, 2

anj =<- N '
(anj . L

2 3
tan} = ('1)",>!

bs= b3=bx= - 0 1= b=
M)n>1
LIMITE DE UNA SUCESION 2 3

Definicion 2.- Se dice que la sucesion {an}n>i tiene como limite el nimero real L
y se escribe

liman=L<>Ve>0 3N>0/Vn>N=plan—L <.

71— uo

L-1 L | +e

S o (— KEFx* )

av
Si L es finito, se dice que la sucesién {an}n>a es convergente, y si L es infinito o

no existe, se dice que la sucesién {an}n>x es divergente.

*

Ejemplo 2.- Demuestre que ia sucesion |f_n - J’L tiene como limite

SUCESIONES Y SERIES

Solucion

Dado £ > 0, se debe encontrar un N > 0 tal que TN <e, Vn>N

En efecto " < £« 1 <f<=>4n + 9>-i:>n> — =N
ntl 4n + 2 £
EYE n
Por tanto, Vn > N = —‘-1————.se tiene 2n ' 1 2 < £
e

Ejemplo 3.- Demuestre que la sucesion { (-1)ni”i no es convergente.
Solucion
Suponga que nI_i>rgo(- 1)n = x0. Entonces, para£ = 1,3N > 0,

tal que Vn > N, se tiene |(-1)n—x0| < 1

Ahora, paranxpary nl> N resulta |1 - xO\< 1y paran2imparconn2> /V, se
tiene |— —jo0| < 1

Luego, al aplicar la propiedad de la desigualdad triangular se obtiene

2=1-1- 1 < |-1 - x0l+ 11- *0I<1+1=2

Asi, se tiene 2 < 2 (contradiccion).
Por tanto, la sucesion { (-1)n}n>i es divergente.

Ejemplo 4.- Determine si la sucesion (n sen (—)]J _ es convergente o divergente.
n'Jnzi
Solucién

. . 1 .
Al hacer el cambio de variable x = n—(x -» 0 cuando n -» 00), se tiene

JU\ sen \fJ sen{nx)l nc.os(nx)
lim nsen (5) = lim -—---smmmmmemmmmome - [ — 28 lim - — T =r
>0 (7/)/ n-*uo i x>0 X 1
n
Por tanto, la sucesiéon |n sen (—J es convergente y converge an.
1 Kn' Jn>1

Observaciéon 1.- En los problemas sobre el calculo del limite de una sucesion, es
recomendable utilizar la relacidn siguiente

Si lim/(x) —L y /(n) = an, Vn E N entonces lim an =1L

Esto nos permite aplicar 1aregla de L'Hospital al problema de calcular el limite
de una sucesion.
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PROPIEDADES DE LAS SUCESIONES

Sean {an}n> y {¢n>i sucesiones convergentes y c una constante, entonces

D limc=c 2) lim can = ¢ lim an
n-*00 n-+00 n-*0o
3) lim(an+ bn) = limant limbrd) lim(an.bn) = (Ilman) f I|m£>ng

-»00

an liman .
o T limD 0

n->00

Como lasdemostraciones  de estas  propiedades son semejantes a las

correspondientes para funciones, se deja como ejercicio para el lector.

Ejemplo 5.- Pruebe que Lijlm =0,si0<r < lyesdivergentesir > 1.

Solucion
Para 0 < r < 1. se necesita probar que, dado £ > 0 existe N > 0 tal que

[rn- 0] < £ Vn>N
Asi, para £ > 0 se tiene

\rn- 0| <£<>rn<e<>nliIn(r) <Ihf<»n>

In(9)
In(r)

Parar > 1, nIi_mwrn = 4-00. Por tanto, la sucesion es divergente.

In(r)
Luego, [rn—0] < £ Vn> N =

\I Teorema 1.- Teorema del emparedado para sucesiones. Sean {an} y {bn}

Lsucesiones convergentes a L, esto es, lim an = lim bn = L y existe un entero M
n-*oc» n-*oc.
«
tal que an < c¢n < bn, Vn > M.Entonces lim cn =L

. . sen (n)
Ejemplo 6.- Pruebe que lim --—-—-—--"~ =

n —oo n

Solucién
De acuerdo a la propiedad de la funcidn seno paran > 1, se tiene

3 1 sen(n) 1
—I<senin) <1 <:>---r-1< -------- — < 0 Vn > 1

*

/ 1\
Como lim (-—--—-- 1= 0= lim —entonces por el teorema del emparedado
n—oo \ ni n—oon
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se obtiene

, n(n2 .
Ejemplo 7.- Determine si la sucesign g—(s )} es convergente o divergente.
n )
b1

Solucién
Al aplicar la regla de L'Hospital, se tiene

i Inn) 2 In(n)Ed 2 N
LS Tl = = n%onsn Ins

Por tanto, la sucesion es convergente y converge a 0.

Ei lo 8- Calcul I 8n3+ 5n247
- im
Jjemplo alcule im o 6na4
Solucién
5 7
A 8n3+ 5n2+ 7 8+n+-|7) 8
rl'_l% 2na —6n + 4v HHSIQ-:::_@— = - :4é1
et
EJERCICIOS

I.- Demuestre que la sucesion }n_'\ converse a 0.
¢
., oni+1
2.- Demuestre que la sucesion \\;n converge a 1

3.- Determine si las sucesiones siguientes son convergentes o divergentes. Si son
convergentes encuentre su limite.

Jier c ft idng=rxl) ifn2 44l
av2n- li ° 13n2—n) [ '
........ it 7—F
9 fvn24-1 ©) (2n sen (,\)j
S N nZA I/ i n sen (M)
ugerencia: .Im ----4H|sen "r? Irlr@a-)-iﬁ“:l-ml iR

jin(m| . .
)] sugerencia:aplicar la regla de L Hospital
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i IC-Dvwl(n + I))I
2n

N{vn+2- Vn+ 1) j)ijn

Xi 1 i

4.- Demuestre cada uno de los siguientes limites:

. 1 1 o)\
B lim ==, b) ||mﬂg%/+ f 2
/4n + 1\ 4 (5n2+ 8n 4 10
C>AigRo (Sr-==4) = § N5 4-3n —n2

PRUEBA DE LA RAZON PARA CONVERGENCIA DE SUCESIONES

| Teorema 2.- Sea {an} una sucesion de nimeros  reales. |

'&Si rgs‘Tc])o{‘Ln~ji < 1, entonces l_i;é]can =0

Ejemplo 9.- Determine si la sucesion es convergente o divergente.

Solucién
5n 5n+l
Comoan=— y an®, =-— —— . entonces se tiene
ni (n -r D\
5"t1
«n™Mio lim (n+ 1)1 _ lim 5,Tknt lim 5 r=0
i an T oM s T 085 (14 1) no7ori
fil
5n
Lue20. lim an = I|m — =0
1—*-r00 72:

Por tanto, la sucesion es convergente.

Ejemplo 10.- Determine si la sucesién i—j es convergente o divergente.

Solucién
ni (n-r

Puesto ﬂhje av=— yantl = — entonces se tiene
n na (n+1jn 1

SUCESIONES Y SERIES

(n+ 1y
. o«n+l (n + )l nn(n + 1)!
lim------ = lim —----- -~ = lim
n—e an N»00 nji_ n-oon! (n + 1)n+l
nn I
—im /=) = fim—al . <1}
n-*oo\n+l/ n~m" 4 J e
. ooon\
Luego, lim an= lim — =0
n—-roo Nn-*-too 72n

Por consiguiente, la sucesion dada es convergente.

2n + ndi
n-n7l

Ejemplo 11.- Determine si la sucesion

Solucién

es convergente o divergente.

Al dividir cada término de la sucesion entre 3n, se tiene

(2\n , n4 2\nt .. n4

. 2n+n _h/7 'r'm 3) lim_on
iim =-—--—---—--= |lim — = w\” ‘e nz

ntoo3n— n-oc L .. N -
1~ gp 1- lim
n-*00 j

Al aplicar el criterio de la razén separadamente a cada sucesién, se obtiene

?2n 4- T74

A 3n 7= 0

Por consiguiente, la sucesion dada es convergente.

Teorema 3.- Teorema de la media aritmética. Si {an}nil es una sucesion de

nGmeros reales tal que lim an = a. Entonces,
n-*oo

aa+ a2+ —I-an_

| Teorema 4.- Teorema de la media geométrica. Si {bn}n> es una sucesion

convergente y lim bn = b. Entonces,
i-+00

imVV &ehbn=hH
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Ejemplo 12.- Determine si la sucesion

n+1 .
es convergente o divergente.
Vond + 1 4-1
Solucién
Lo i fie (s 134 4n 41
= lim, i+ (it .— 4 e+
- +
n-=>°Van4 1>2 '33 \]4 >n4..]_
. n2 1 5 4n4 1
= lim
n-™yferF+1 n n+1
. 4 l4ns
. . o n+1
= limm dim i 1 *)
n-°°vond+ 1
El limite del primer factor es
. n2 1
lim m = -

n-*°von44-1 o
Al aplicar el teorema de la media aritmética al segundo factor, se obtiene

. . 4n+ 1
liman= lim
n—m n+1
. 5 i9 113 iand 1  /1\ 2
Luesro.L = lim pE S i
neVONd+ 1y Yy (3)(2j “ 3

Por tanto, la sucesion dada es convergente.
Ejemplo 13.- Halle el limite de la sucesiéon {an)nal, donde

8 15 7n+ 1
an- Vn342n2+ 3- vn244n 4 14 -

Wig44n 41 .3+T +"+ n+2

Solucion

r B 15 7n e 1]
iman = Ji - 22i - - 4% - [T -
H—&) IJ}l_&)\(/vrc342|24—3 vft244||1)4—}\|rMIn:t4nt|B 4

15 7n-rl
1t

4 . M . 8
=--4Ilm - .lim 1-4- r —t 1
¢ N°°\n2T4n4l 4 n427
. n— L .
Como lim = 7, entonces por el teorema de ja media aritmetica resulta

SUCESIONES Y SERIES

. . . M
Para el primer factor se tiene lim — - =1
n*+*Vn244n 4 1
Por tanto.
h . 1(7) = 17
r}*r_r(l_,an—- C-r (7) = "3

. L - M2 5 n241
Ejemplo 14.- Determine si la sucesion es convergente

N8 23 "5n24 31

o divergente. n-1
Solucion
Se tiene.
_2 5 n24-1
U~8 a2~23.a"=5"T3‘“ vy =5

Luego, por el teorema de la Media Geométrica, resulta

"12 5 n2+1 1

n-°°Y8 23 5n2+3 5

EJERCICIOS

1- Determine si las siguientes sucesiones son convergentes o divergentes. Para el
caso que sea convergente encuentre su limite.

- ’! +n+1- yn34 4n241 ft.--
\— o
Vn34-n2+ 1-~Vn54n441

TS vn2ah+ 1—Vnde m2 4L e
=
+22+ 32+ —n2
o an = r fi 1
n3
vn2+ 5n —1--vn243
ft. 0
vn* r3
a " Pt Si h,a

(TIM-L wn »ir— L%
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- Encuentre el limite de las sucesiones siguientes SUCESIONES DIVERGENTES
1) an= _(}OQOr& D 2)an = Vgﬁ R Definicién 3.- Se dice que una sucesion {an}nal es divergente a + 00, esto es,
n! ligyan-= +00 <> Dado M > 0,3N > 0, tal que Vn > N =>a,, > M
3)&“ - 4) RN - Vitl R'2 Definicion 4.- Una sucesion {an}n>1es divergente a —e0?esto es,
3+5+7+-+@n+1) 3n+1 p J_ lip an = —e0 « DadoM > 0,3N > 0, tal que \/n > N =>an < —M
TR 0t b 1
Sugerencia: Aplique la suma de n términos de una progresion aritmética. Ejemplo 15.-

a) La sucesion {n2}n>1diverge a + oo, pues lim n2 = 4-00
n-*oo

1]
RD $ :(&t) b) La sucesion {—2n 4 8}n>! diverge a —oo, pues lim (—2n 4-8) = —eo

c) La sucesion {5n 4 8}n>xdiverge a 4 00

., fn—n3} . . n-n3
d) La sucesion <—----> diverge a —oo, pues lim —------ = —0
10)an=" "A+-+-+-+—+ A R-j I” +1J«1 n-con2 + |
In2+1\\ 3
U)an=ggny T T SAT 31012 - 4 302 K SUCESIONES MONOTONAS Y ACOTADAS
Definicion 5.- Dada la sucesion {an}n>! se dice que
73\ /zn - 10 -1 i) es creciente, si an < an+1, Vn E N
12)an- Jsn2+n+i-Uviz/*v en | R 3 ii) es estrictamente creciente, si an < an+l< Vn E M
13 ‘234 - +1n3 o 1 iii) es decreciente, si an > an+v Vn ER
iv) es estrictamente decreciente, si an > an+l, Vn E N
13) = 2n4+n-1 "8

Con la frase sucesion monoétona se describe a sucesiones crecientes, estrictamente
nj/In(8n)\n /3 10 7n-4\ crecientes, decrecientes y estrictamente decrecientes.

¢4y an - ;vin™4r)/ \4’7  3n4 1/

Ejemplo 16.-
i ing i * A a) La sucesién f% es estrictamente decreciente
nj fino |n’11 n(n -r 1) |Ln'n>1 .
i5)“" = 17nlta8-bI5"-jr,pnxl)J
0) La sucesion S<---}) es estrictamente creciente.
6y, =4 L0 A | 5/145/ +5"% + ... +5%1 R-45 | ndn>1
IbJa" JITTm3 In(lnn)L 1 ¢

c) La sucesion {(—) n}n>i no es creciente ni decreciente, esto es. no es mondtona,

d) La sucesion {On}n>1es creciente.

rl
e) La sucesion ]m—(—|)7:1'1' no estoI%]étona.
) n>

*
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Definicién 6.-
i) Se dice que la sucesion {an)nsl es acotada inferiormente, y sélo si
3kxe R ,tal que fca < an,Vn EK
ii) La sucesion {an}n>a es acotada superiormente, si y solo s
3k2 E IR, tal que an < k2,Vn E K
iii) La sucesion {am}nai es acotada, si y solo si existen

kltk2 E R, tal que kx < an < k2,V?% E

Ejemplo 17.-

1) La sucesion Jl} es acotado, 0 cota inferior y 1 cota superr.
2) La sucesion j— es acotado, —1 cota inferior y O cota sierior.

3 ) Lasucesion \n¢] es acotado inferiormente y no superionrite.
4) La sucesion {—2n] no es acotado inferiormente pero es aiado superiormente.

- 1 . . .
5) ‘—ni es acotado, 0 cota inferior y 1 cota su;i:erlor.

Definicion 7.- Si A es una cota inferior de una sucesion (<n>i > s*A tiene la
propiedad de que para cada cota inferior C de A. entonces 4 se
llama maxima cota inferior de la sucesion. Analogamen- si B es una cota
superior de una sucesion {an]n>i y si B tiene la propiedad* que para cada cota
superior D de {an}n>1(2 < D. entonces B se llama minin cota superior de la
sucesion.

j Teorema 5.- Toda sucesion acotada y mondtona es conveente. Si [an}n>a es |
j creciente (decreciente), entonces j
! lim an = sup{an} /inf {an)> !

Observacion 2.- Sea \an} una sucesion creciente y supéngaos que D es eota
superior de esta sucesion, entonces tarj es convergen”™ jirn an < D

Observacion 3.- Sea [an} una sucesion decreciente y supon,mos que C es una
eota inferior. Entonces [an] es convergente y liiun !>C
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Teorema 6.- Una sucesién monétona convergente es acotada.

Ejemplo 18.- Pruebe que la sucesion V2.V2yj2.J  2\j2 .. converge a 2
Solucion
Sean ax = V2, a2=yj2a[,..,an="2an It n>1
Por demostrar que la sucesion {an) es creciente y acotada superiormente por 2.
La prueba se hace por induccion matematica.
an<2 y an<an+l, VnEN
i)Paran =1 al=V2<2yal=V2< V2V2=a2
ii) Supongamos que paran = h, ah< 2 y ah < ahtl
iii) Probaremos paran = h + 1; ah+l = yj2ah < V4 = 2, pues 2ah < 4
(hipotesis inductiva).
Entonces AhH N 2 y QhH = VNi+i = y'Qh — = NI
Por tanto, la sucesion converge a 2.
Una forma algebraica de determinar r!lmo an es el siguiente:

Setoma lim an = L, entonces dado que an = y2an”| se tiene

L= lim an= , Zt!i_%an_l = V2L « L = V2Z. Ahora, al elevar al cuadrado

n-*oo

ambos miembros y despejando L se tiene rI]lr.)g an=L=2

Ejemplo 19.- Suponiendo que an+l = Js + an'y % = V5, halle nljpaoart
Solucion
Seal = Jli_%:an . Entonces, dado que antl = J 5 + an,setieneL = V5 + i

Al elevar al cuadrado ambos miembros y al despejar L > 0, se obtiene

14 V2L
nm a, = &

EJERCICIOS

1.- Encuentre la expresién mas simple para el n-ésimo término de las sucesiones
gue se dan a continuacion. Diga si las sucesiones son 0 no convergentes, de
serlo halle el limite.
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2, sin impar
Sugerencia parab) an= 2n/2. 1
M2 (»2)2 *SiilPar
2 3 4
c)l, . . .
22—12'32—22'42—32'*
r In2 In83")) r 1.2 3 ~
GrT'T ' 2L "]

sen 20 sen 30 { 23 24 25 )
f)Jse,,l g>I2,1.~ .~ A

2.- Determine si la sucesion dada es convergente o divergente. Si la sucesion

converge halle su limite.
( n2+1 ) ( n ) rin(3n!))
a) (n2- 2n+3j b)lin(n+11 Qi (nH31
(\fA + 4) i3n + n4)

divH~rj e)(4 ~ j N e'"nsenn}

(5+ ijnn] ftan (srz"8+ 6)) if
a' 1n2+ni i 5n2+n+31J (Jo

j) (Vn) Sugerencia: nl,n = Ann/n -* 1
K) {Vn24nj Sug.. (n24 n)l/n = eflrH™+n; use la regla de L'Hospital

i In(etni)2) + 3) (6n2+ 2n3sen (h\ ;
©Li+Troze B ™ I A gy T

3.- Determine el limite de la sucesion Jf|4— V24V24 .. R 2

4.- Determine si las siguientes sucesiones son crecientes, decrecientes 0 no

mondtonas y encuentre ef limite de las sucesiones convergentes.

i } ¢Bn- 1 i{( 2n )
A (| 452  b) 14n 4 5i 1 4 2nj
rnh r 1 ). n
D iznd ) {rm'en ?H%)) lim - I_i_g_e__n__rj_gz -0
n
cnn) ( n\ } (135 ....(2n —1))
f) InT) § (1.35...(2n —1)1  h'i 2n,nt 3

378

SUCESIONES Y SERIES
5.- Encuentre los siguientes limites

" N (3

r'3 *»
/i 1 1 1\ 1-rn
(2+4+8+ " +2"j R' 1 Sugerencia: UsarSn = a 1-7

12.+22+ 32+ - +n2 1 A 1
3 Sug.Usar™ i2=-n(n + 1)(2n+ 1)

" "ot o WAL oy da 1281 SH W

6.- Halle el limite de las siguientes sucesiones cuyo n-ésimo término se da

/ i \3n#l L n
a)an —11+-——r| 2. eh'|/7-I| i-1 d_,,
+37M+7r) R e b,a“” (1+ 7) R-e
= «-Vi d)a, =(I+-1_)* R. e<
/ 1\"2 / 1\n*
e)a, 1~ \x+"j fi-e flan = (1 +"J ffe

/.- Halle el limite de las siguientes sucesiones cuyo n-ésimo término se da.

a) an = n2 i

hin = 3n*sen2\ﬂ) In\fl +ni? .

(n+2)cos(™"T)

«-30,3
d)«nl—g(an+—), =5 if. »
un/ 2
e)an =J VA2 V&4 ...3 fi. ¢
fa, =/ (n)(2), /(x) = Inx i?, diverge
1 1 i
a, = ===z+-—= = .4+ = i2. 1
9) WZ 1 n 42 vn24n
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(V25)Un 4 (\"40)Ln 4 (V64)ln

h) 2. 40
; 154 254 354w+ n5 541 R 1
ita -
n n é
j)an = [e“lUn2 + 2e-4/n2 + 3e~9n2+—f ne-1] ffl. o (")
» . o ] 1
8.- Dada la sucesion {an}nil definida por «j > 1 yan+J = 2 ----- - -,V n> 1,
n

demuestre que {an}21 converge y luego calcule sus puntos de convergencia.

9.- Suponiendo que an+l = §/6 + 7an, ax = V6, halle Um an R 3

10.- Una poblacién estable de 90000 aves guaneras viven en cuatro islas cerca de
Paracas. Cada afio 16% de ia poblacién de la isla A emigra a la isla fi, 32% de
la isla B emigra a la isla C. 8% de la isla C emigra a la isla D y 4% de la
poblacion de la isla D emigra a la isla A. Si An,BntOny denotan las
cantidades de aves que hay en el afio n en las islas A. B. Cy D
respectivamente, antes de la emigracion.

a) Demuestre que An+l = 0(84y4n 4 0,04Dn, = 0,68#n 4 Q,I6AnN.
On+l = 0,92Cn 4-0,32Bn y Dn+l = 0,96Dn + 0.08Cn

b) Suponiendo que lim An, lim Bn. Iimf Oy r!l_rrg7c Dn existen, calcule

n-+oc.

el nimero de aves guaneras que habra en cada isla dentro de muchos afios.
R. 12000 en A. 6000 en B. 24000 en Cy 48000 en D.

11.- Un paciente ingiere 20 mg. imiligramosi de un medicamento ai dia. Si ei
90% del farmaco acumulado es eliminado diariamente por las funciones
corporales, escriba el n-ésimo término de la sucesién {an] donde an es la
cantidad del medicamento presente en el cuerpo del paciente,
inmediatamente después de la enésima dosis. R. 20 4- 0,10an_,

12.- En un programa para erradicar una plaga en la hacienda Chocavento de
Acari, se liberan cada dia ¢V moscas machos esterilizadas y ei 80% de ellas
sobrevive al terminar ei dia.

a) Demuestre que ei nimero de moscas esterilizadas en ia pobiacién a ios n
diases N -r (0,8)N 4 - 4 (0,8)n"V
b) Si ei objetivo a largo plazo dei programa es mantener 30000 machos
esterilizados en la pobiacion, ;cuantas moscas deben liberarse cada dia?
R. 6000.
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7.2 SERIES INFINITAS DE NUMEROS REALES

Definicion 8.- Sea {an}n> una sucesién de nimeros reales. La suma infinita de

los elementos de la sucesion {an}n> se llama serie infinita de nimeros reales, es
decir.

ai 4a24a3..4an 4 e

es una serie infinita de numeros reales, donde alta2, ..., an,.. son llamados
términos de la serie infinita.

La sucesion {Gnin>1 definida por

1= ax
§2 = i2 4 u2

n
Sr=aida>4m ~ &

se denomina sucesion de sumas parciales de la serie, donde Sn es la n-ésima suma
parcial.

Definicion 9.- Se dice que una sucesion {an}nfcl es sumable, si la sucesion de

sumas parciales {5n}n>a converge. En este caso se denota por

n yo»

k=i K-i
S recibe el nombre de suma de la sucesion fanin21.

Observacion 4.- Si la sucesién (5n}n> es convergerne, convencionalmente se
oXf

. f ) )
sustituye por la anrmacion ae que laserie ) an es convergente : si {Snin>J es
1=

divergente, entonces decimos que ia serie an es divergente.
n=1
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PROPIEDADES DE SERIES INFINITAS

i, %
Teorema 7.- Si I ‘» Z bn son series convergentes con sumas ay b
n=1 n=1
respectivamente, y si ¢ es un nimero real, entonces
(o) 00

1) V (anz¢n) esconvergentey »(antbn)="an+t“bn=azxh

7i=1

00 00

=1 =1 n=1

0 w00
aann €s convergente y I I =

=1

Hasta ahora no se tiene un procedimiento matematico para determinar si una serie
infinita converge o diverge, mas aun en el caso convergente, no se sabe como
calcular su suma. Comenzamos el estudio de convergencia y divergencia de
series, enunciando un método sencillo que se usa para la divergencia de una serie.
i
| Teorema 8.- (Criterio del n-ésimo término para la divergencia de una serie).

[ ¢

| Silaserie ~ an = a- -fa2~-—tani— esconvergente, entonces Hm an — O

=l . - L
1 De forma equivalente, si Jf{n an ™ O, entonces la serie diverge.

Ejemplo 20.- Determine cudles de las siguientes series es divergente.

% (0) 0)
Y'in24dn+ @ vV 1 V1
3) zj Infn + 1) Zj 5" c ,Z_1
=1 71=1 n—
0] @
6 v 1
0y % 9% {3 'U)
I—=n i-jl \ "~ sen
n—1 n=1
Solucién

Para ias series dadas en b) y d). se obtiene

i ., b
=0y im-=0

lim —
n—oo 5 7007,

Luego, ei criterio del n-ésimo término no deciae con respecto a ia convergencia ¢

divergencia de ia serie. En ios otros casos, se tiene:
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Para las series a), c) y e) se verifica lim — - - - - = +00 iim 7n+6 _ 7
»-“In(n + 1) 'n-2>3n+1—3y

i™ (3~ sen (~)J = 3. respectivamente; entonces, por el criterio de n-ésimo

termino se concluye que las series dadas en a), ¢) y e) divergen.
Ejemplo 21.- Utilice la sucesion de sumas parciales para determinar si la serie

A (5n - 3)(5n + 2) converSe 0 diverge. Si converge, calcule su suma.

Solucién
La n-ésima suma parcial de la serie es
7
i n . 7.
N - Z-g ¢5i- 3)(5i + 2)
Ahora al descomponer el i-esimo término de la suma parcial en fracciones

parciales, se tiene

7 4 B
(5 - 3)(5i +2) 5i —3*BTAL @ 7 =A(5i + 2)4- B(51 —3) (*)

3 7
Para i ——en (*), se obtiene A = -
D 5

Parai = -1 en (*;, se obtiene B =
n 5
-uego. ai aplicar ia propiedad telescOpica de sumatorias. se tiene

(5; - 8)(b1+ 2) 5151 - 3%8k2)

§ €8/ %2 B8i—8)5(5n58%8n 52—s5- 3/ 2(5n + 2)
Asi, se obtiene

V 7 - dm - _ jni _?n
—i*5n  3)(5n+2) ,i~u"n Au>IOnt 4 10

*or i3utc. .a sene dada es convergente v conver’e j‘ -C

Ejemplo Haue una vormu.a para ia suma ae .0s n primeros términos de jz

sene daday determine is sumade serie — — JL (E £ .

X 2.3'4 3.4"42 4.5°43 ~ ""
olucion
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Para la serie dada, se tiene
10 1 13 1 3n+7 I Yy 3 v3n47
2.3%4 7 3.4427 7 T+ 1)(n +2)"4n Z4 (n 4 1)(n 42)"4n

Asi, la n-ésima suma parcial de la serie es
-V 3i+7 1
Sn ~ 2-j L(i + 1)(¢ 4 2)'47
Al descomponer el i-ésimo término de esta suma parcial, se obtiene
3i+ 7 4 1
(i+D+2) i+1 i+2
De donde, la expresion para Sn es

Sn _ S (i+1~t+2) “ [4Xi+2)~4i 1(i+1)

\dnn+2) 2) W 4n(n + 2)/
Luego,
Z 3n+7 1 _ /1 1 \ 1
nN4&D(n42) 4n mo L n*o\2 4n(n 42)/ 2

=1
Por tanto, la serie dada es convergente y su suma es 1/2.

SERIE GEOMETRICA
Definicion 10.- Una serie de la forma
@®
arn™ = a4 ar 4ar24--—--harnd e (a”™ 0)

71=1
se denomina serie geométrica de razén r.

Teorema 9.- La serie geométrica arn 1 converge, si jr| < 1y diverge

71=1

si jri > 1. Para el caso convergente la suma de la serie es
()
VvV arn-l =
Z-i 1—r
B .
—es convergente o divergente.
=1
Solucion
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Como la serie tiene la forma

V» 8 v-18/1\n-1 8 8/1\ 8/1\2
3V3/ ~ 3+3\3)+3(3) +™
71=1 M—1
. L. 8 1
se deduce que es una serie geometrlca cona=-yr =-< 1

Por lo tanto, la serie converge y su suma es

y 8 _ 8/3 _4
2j3" " 1- 13
n=

Ejemplo 24.- Exprese cada decimal peridédico como el cociente de dos enteros,

a) 0,535353... b) 0,012012012... c¢) 0,123123123...
d) 0,142857142857... e) 1,23422342...
Solucién
a) Sea A = 0,5353535 ... = 0,53 + 0,0053 4- 0,000053 + =
53 53 53 _ 53/ 1 1 \
_ Too + Tod7 + Tool + To6 11+ Tb66 + ioo2+ "’
La suma de la serie geométricaes S = - ! 1 1;)90
100
_ 53 /100\ _ 53
Por tanto. A = 100 V99 )~ 99

b) En este caso, se tiene
A =0,012012012 .. = 0,012 + 0,000012 4-
12 12 12 12 i
1000 ¥ 16602" to603% *= Yobov TS * vee02”
12 /(aoop”~ 12 4
1000iM999 ) 999 333

c) El decimal periédico se escribe como
A = 0,123123123123 .. = 0,123 + 0,000123 +
123 / 1, 1 _ \_ 123 /1000\_ 123 _ 41

_ 1000 |1’r 1000 T 10002~ “ 1000 1999 /999 ~ 333

d) El decimal periddico se escribe como

A = 0,142857142857...
142857 142857 142857 "
oo o2 roooooo(1-Hoooet )
142857 /1'000000\ 142857 5291
1'0000001999999 ) 999999 37037

e) El decima! periédico se escribe como
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A = 1,234234234234...

=1+0,234 +0,000234+ - =1+
234/1 1

1

eoalt M 1oo61 Fico6s "
234 1000\ 137

1000 1999 ) —TTT

1H

00 n

Ejemplo 25.- Calcule 5() —71*
n=i =
Solucion

La series geométricas de cada término

n=1 J n=I

1({00 10002

-y

tienen como razénar = -yy r = A.Como [r] < 1, laserie dada converge, y su

suma es

71=1
41
724

Ejemplo 26.- Se deja caer una pelota de
una altura de 20m. Cada vez que toca el
suelo rebota hasta tres cuartos de su altura
maxima anterior. Encuentre la distancia
total que viaja la pelota antes de llegar a
reposo.

Solucién

vl

La distancia vertical total que viaja la peiota esta dado por

(A)

d- 20+ 2([(20)} +2((])2(20)} + wmc 2((])" (20)) * -

=20+40 & (! <
4 \4
| 3

=20-+40 4 J= 140m
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EJERCICIOS

.- Determine si las siguientes series convergen o divergen. Proporcione las sumas

de Ias series que convergen.

»Zf b>l> ()ZZ@’]

Nookt sk VvV . ~V 5
dlz “ gj-e)Z e °©Z R- 6
fc=0 71=1 =1
m m TTal2
g) T+ — +eee + ... 4 e n.
V2 V2n 1 V2 —1

2.- Exprese cada decimal periddico como el cociente de dos enteros

a) 0,4444... Db)0,232323... ) 0,612612612...

3.- Escriba los cuatro primeros términos de la serie infinita dada y determine que

la serie es divergente.

m a, (€]
n 2préd4ll n2 —2ré- 3
ZiTT b,Z31T2 c) Z ;
- 71=1 71=1
@ @ @
l»%i-«" 1? *>Z7Z (D oZ *»f">
n=

4.- En los siguientes ejercicios, encuentre los 4 términos de la sucesion de sumas

parciales {Sn} y halle una férmula para Sn en términos de n. Determine
también si la serie infinita es convergente o divergente, y si es convergente
encuentre su suma.

o)

Z 1 1 , 2

71

—(2n- 1)(2n4 1) 2 N 2t (e - 3i(42: 4 1)

i 241
C%Ir(’rh) n2(n 4 )2 Z _____ - "

1 sr,2n4 3n 3

n2- 1 ° o~ 6" _ 2
3 [
2n4-  4-n vn 4 1—Vn
Z 2n+in(n 4 1) 1 h) B=|  Vvn24 n o~

- Lt

Dzi it DN a2)naz) o4 X[Innn][!n f 4 1)n+1d

Nota. Estas series son series telescopicas.
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5.- Cuatro personas A, B, C y D dividen una naranja de la siguiente manera:
primero la dividen en cinco partes y cada uno toma un quinto; después dividen
la quinta pane sobrante en cinco partes y cada quien toma uno, y asi
sucesivamente. Demuestre que cada uno obtiene un cuarto de la naranja.

6.- Suponga que el cuadrado ABCD tiene lados de 4 cm de largoy que E, F, Gy
H son los puntos medios de los lados del cuadrado ABCD. Un nuevo cuadrado
se forma uniendo los puntos medios de los lados del cuadrado EFGH y dos de
los tridngulos fuera del tercer cuadrado estan sombreados (ver figura adjunta).
Determine el area de las regiones sombreadas, si este proceso se repite
indefinidamente.

2(5) , 22(11) | 2317)

7.- Dada la serie ---=- = 4 ess encuentre una formula para ia

n-ésima suma parcial de la serie, luego determine si la serie converge o
diverge. R. diverge.

o - 96n 4 148 .
8.- Determine si la serie I 7n+2(2n 4 3)(2n —1) converge o diverge.

SERIE ARMONICA DE ORDEN p

Definicién 11.- Una serie de 'a forma

V'l 1,1 i
n_

se denomina serie armonica de orden p. donde p E jL

Teorema 10.- La serie arménica de orden p, — divergesip< 1y

converge sip > L

Demostracion. Ver seccion 7.3. ejemplo 48.
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Ejemplo 27.-
®
avaa sene s

7n=1

3
converge, puesp = - > 1

@
1 1
—i " diverge, puesp =- < 1
=
0> N
c) La serie —diverge, puesp = 1< 1

n=1

Las series armonica de orden p se usan con frecuencia para comparar con otras
series.

7.3SERIES DE TERMINOS POSITIVOS: CRITERIOS DE CONVERGENCIA
I) CRITERIO DE ACOTACION

Teorema 11.- Una serie de términos positivos * an es convergente, si y sélo si
=1

la sucesion de sumas parciales tiene una cota superior.

Demostracion (<=)Sea Sn = ak la n-ésima suma parcial de la serie, entonces
k=o

an = Sn —5n_! > O pues los términos de la serie son positivos, luego la sucesion

{£,} es una sucesi6n creciente. Por hip6tesis, esta sucesion tiene una cota

superior, sigamos M, entonces Sn < M, Vn E N. Como la sucesidon es mondtona y

acotada, entonces la sucesién {SnJ es convergente y ademads Sn S < M

Ejemplo 28.- Demuestre que la serie — es convergente
n=1
Solucidn
[ )
1 1 .1 1
SeaSn —/  — —14— —dacf P + o
P! %_—|1n| 12 123 1.23.n

Ahora, al comparar esta serie con la serie geomeétrica
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+ + r4 + N1 + N t) 3
k=1 1+5+¢ 2 Setlene

¢ N2y i'VIi = 12<- Entonces,” =" ¢ < N -< 2, pues

la serie geométrica converge a 2.
Luego, Sn < 2,V2iGM
Por tanto, por el criterio de acotacidn la serie dada, es convergente.

I1) CRITERIO DE COMPARACION

Teorema 12.- Suponga que existe un entero positivo N, tal que 0 < an < bnr

Vn > N.
0 00

i) Si bn converge, entonces la serie ~ an converge.

71=1 71=1
a

i) Si an diverge, entonces la serie bn diverge.

=1 71=1

Demostracidn.
i) Sean 5n = aa 4 a2 |(% any 78): bt 4 b24 — hbn, n-ésimas sumas

parciales de las series &N, respectivamente.

n=1 71=1

Ademas O< Sn < Tn,Vn 6 M

Como laserie » fn es convergente, entonces la sucesion {Tn} es convergente

=1
y por tanto acotada.mAsi, {Sn} es acotada. Luego, por el criterio de

acotacion la serie an es convergente.

71=1

ii) Es consecuencia légica de la pane i).

Solucion
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1 1
Puesto que Ink < k paratodo k > 2, entonces .— > — Vlc > 2. Como la serie

Ink  k
00 CO
arménica - esdivergente, entonces la serie » es divergente.
k=2 k—2

* 2+ sen3(n 41
Ejemplo 30.- Estudie la convergencia de la serie » ( )
2n4-n2

=1
Solucion

24-sen3(n + 1) 3

Puesto que —1 < seng(n 4 1) < 1, entonces O<
2n4 n2 “2n4-n2

1 1
Por otro iado, 214-n2 > 2n,Vn £ fii, entonces--------- -< — ,Vn EN
2n4-n2 2n

@® (0] »”»
24sen3(n41) 3 3w I
LUBSO’ © < ------ 2N 4+ A 2 COmMO13SeHe Z, 20 = 34 (2) o
71=1 n=1

€s convergente.

0]
Z 24 sen3{n4 1)

0)]
Ejemplo 31.- Estudie la convergencia de la serie 7 . r—
Jki2n—14 senZ(n3)

1:
Solucion

. . . - 1
El n-ésimo término de la serie es practicamente — , pues

2K—1 4 sen2(nd)

L ﬂ n—l-ssenc(7n£ n"%ri];" i (sen¢(n™)
2n N n__ L.

Si elegimos un numero cualquiera ¢ > 1. entonces se cumpie

1 i
O< ; < ¢— , paran suficientemente grande.
27- i 4sen2(nJ) 2n'P g
h

oc

1

Como la serie
) 12n —1 4-sen2(n3)

c .
— €S convergente, entonces la serie
27l

T v<g

€s convergente.
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00

Ejemplo 32.- Determine la convergencia de la serie /

mHVATT
71=1
Solucién
1 1 1 1
Comon2>n+ 1,Vn > 2, entonces — < ------- << .
n2 n+1 n VATT
00 n 00
Por tanto, la serie ~ — es divergente, pues la serie dominada ~ —
n=i n+ n=in

es divergente.

Teorema 13.- Si CIf C2, ..., On, ... es una sucesion de nimeros positivos tal que

7Ilipow0 Ch = C, C > 0, entonces las dos series de términos positivos
00 00

Y ak i® Ckak convergen o divergen simultdneamente.
k=1 =l

Demostracion.
. . , C 3C
Como |im Cn = C> Q existe unnumero Ntal que — < Ck <— ,VIc > N

c 3c m . s?o
Luego,-at<Ckak< — ak.S\ k > Nylaserie > ak convergeentonces

* =

e 00

también converge ~ Ckak . Reciprocamente, si la serie »# Ckak es convergente

k=1 A=
o C 00 00
también loes »~ —ak y asuvez ak = — . Esto demuestra que
fc=1 k=1 k=i
00 oo

ak converge. A su vez, esto implica que ak diverge siy sélo si

k=1 k=1
00

N Ckak diverge.

k+1
Ejemplo 33.- Estudie la convergencia de la serie »
M k(2k- 1)

Solucién
La serie propuesta se puede escribir en ia forma

SUCESIONES Y SERIES

n
. + 1 VvV -
/L’k(Zk —1) %‘;Ll
itk 11 ) -~ 1. .
Como f(l:'-mccé"_"F =5> Oy la serie armonica }Lirdlverge, entonces la serie
7 k k=l

dada diverue.

00

Ejemplo 34.- Examine la convergencia de laserie /| —======

" yfn(2n 4-1)
Solucién
. L. V n 1
La serie propuesta se puede escribir en la forma / — -
yn(2n 4 1) n
. X
. n ! . T A
Como lim —— - = — > Ovlaserie arménica / - diverge, entonces
yn(2n + 1) v2 ' ng&-l*n

ja serie propuesta diverge.

Teorema 14.- (Criterio de comparacion en el limite del cociente).
() 0)]
Sean | a” v Z bn dos series de términos positivos. Entonces se tiene:

! 71=1 =1

a) Si 7iingoi: L > 0, entonces ambas series convergen o0 ambas divergen.

On

() D
b) Si IU‘H]JZ)F: Oysi / bn converge, entonces / ar, converge.
71—l ® 71:,5(
DSi iim —m= -i-oc, v si bn diverge, entonces an diverge.
. . . .V Ml
Ejemplo 35.- Estudie la convergencia de la serie > — W
=1
Solucién
393



CALCULO 1
n' 1 N 1
Sean an = —-— ~ y bn =- ,dondela serie arménica y —es divergente.
71=1
r @
Como nI|>rTC10 bn = {Wx)Sn5+4 >0 vy ﬁ —dlverge entonces la serie
V- n4 di
iverge.
5n54 4 g

n=1

Observacion 5.- Para aplicar el criterio de comparacion en el limite del cociente a
una serie dada al utilizar las series armdnicas u otras series, es necesario escoger
en cada caso la serie correcta de modo que el término n-ésimo sea de la misma
grandeza que el de la serie dada. Por ejemplo:

i) Dada la sene V, —-—--—-—-- , elegir V
+n+

Zjn3+n+38 é- n3
71=1 71=1
® 0
no- 8n 4 v 1
Z--r— ------ , elegir > —
2tit4 6n4 1 Z-i n4
71=1
(0O Y A— ®
Vn34 4 . 1
T-. , elegir > -
Vn10+ nd+ 1 Z-n
o "o
3n4cos3n .
— — elegir, >
edndn24 3 Zj
.V 3n!'4 2cos(l/n) Al
v) Dada la serie > — p---m--m--m-moooo- elevir > —-
Z, 7”14 arctan(5?z) * ZL7!
71=l n=1

Esto es, para encontrar una serie pata comparar, se debe despreciar en el
numerador y denominador del término n-ésimo de la serie dada todas las
expresiones de menor cuantia, excepto las de magnitud maximo.

0’ N
Ejemplo 36.- Determine si la serie # sen  ” converge o diverge.
71=1
Solucién
0 5 0
Al comparar laserie # sen  ”~con ~ — (serie arménica divergente), se tiene

n=1
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a, /5\ n_ sen (5)\ sen (?)

lim — = Ilmsen(r? im----- = 51lim - ():5
71-*00 b n >c0XYIJlTL *00 '1-»003

nt n
Por el criterio de comparacion en el limite del cociente, se deduce que la serie

oo

5.
sen j diverge.

Solucion
Al depreciar todas las expresiones de menor cuantia, salvo las de magnitud
méaxima en el numerador y en el denominador, se compara las series

n2.5n47 5n
Z 9n6-f2n Cn Z, A*
71=1

Por el criterio del n-ésimo término para la divergencia, la segunda serie diverge.

I on
pues “@mﬁ = 400

Como
Mmin = _im (E)=»,, 1+~" =i.
n-0o"Ti 7w\ 91 4 274J\Srd n-*0054_(2" 9
&
entonces ia serie dada diverse.
SVn~- 8 5Vn74 8 _
Ejemplo 38.- Determme si la serie > ——memmmememm e converge o diverge.

3Ti4 4 22¥i&4 2

71=1
Solucién
Al depreciar todas las potencias de n, salvo las de maxima cuantia en
numerador y en el denominador, se compara ias series

5ti4

ve  BVUn74.8 v vt "1 o
[ mmmmeeoeme- - y _> —T7-=_/ ~"7 <seriearmonica de orden
Zj3nd4 22vi 42 Z- na4 ZJ1>W3
71=1 = 1=
convergente).
Como.
- a_rll ( 173 . 5Vii7 4-8\/n5/3\
im—- = um —-——— -——jJ - —==__0Um
n-00bn  pAe\3n4+ 22Vi-r 27\ 1 g-cc\'¢nd+22Vn ~2/\ 1 )N-~n4+22\[i
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entonces por el criterio de comparacion en el limite del cociente, la serie dada
converge.

tan (-"3)
Ejemplo 39.- Determine si laserie / —r—— converge o diverge.
. yfn
n=22
Solucién
Al comparar la serie
V - CLTI (" 3) V- o1
y —\fy/?—— con 2" nio/3 (ser‘e armonica convergente), se tiene
n=22 n n-22
. On_ . Jtan(é)\ /nlOMB\  _ . {1\ . tan(¢) _
Bt = B\ L dmdim 9y iy = 1
\ i n3

Por tanto, la serie dada converge.

ili) CRITERIO DEL COCIENTE
1 .
i Teorema 15.- Sea an una serie de términos positivos y suponga que

n=1

li —r, entonces:
n-HfD ar

i) Sir < 1, iaserie an converge.

n=I
0

i . . &nH
Z| an diverge o cuando lim ------ — 400

iii)Si r = 1, si criterio no decide y dv,be recurrirse a otro criterio.

Solucién
. . n n+1
Para esta serie, se tiene a,, = — y anTl = - y

. 2n(n +1) i n+1 1
lim --—-- = hm — — = lim =—— =-<1

SUCESIONES Y SERIES

Por tanto, la serie dada es convergente.

32 33 34 35
Ejemplo 41.- Estudie la convergencia de la serié 3 H--Z-I-----b— - 13-

3! 41 51
Solucién
L P . 3n 3+l
El n-ésimo término de laserieesan = — y antl = —----------
] n! (n4 1)
3n+i
. antl n+1)!- 3n+ln! 3 .
Como lim ------ = lim _(nx1) = lim — -
n- 0 an n- 00 3_ n-to3nfn +1)! ?i-oon+I
n!
entonces la serie es convergente.
1I:
n=1
Soiucion
nn - i n+ 2 n+l..
P&ra es{a serie se'tienean = — y a”,

Mn (21 + 1)!_ . » '

Puesto que lim 2= lim - 2= im
n->0W an n-00 (n + [)n+In! n-c»(n + I)n

= lim o 1 K= 1o,
5 e
Vel

entonces la serie dada es convergente.

eon + 3e0s 6n

converge o diverge.
arctan n! g g

n-oc an
=

Solucién :
Al despreciar todas las expresiones de menor tia, salvo las de magnitud
maxima. comparamos la serie

v"1éon -r 3eos 6n | ) s/rleon7
Y E i arctan o COn A sene L3y

Para la secunda serie, se tiene

K = 3 en+l = glagl), of QAIim W50 3 H*.im — 1=0<1

Luego, por el criterio del cociente esta serie es convergente.
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00

Como
Ejemplo 46.- Determine la convergencia o divergencia de la serie _>. f r
. an _ (e6n4 3eos 6n\ i 3nl\ S _i [Inn
Iim — = |lim  — oo n=3
n=>tc bn n>+oo y3n! Fa~arctan niJ \e on/ Solucién

Para esta serie, se verifica
- i e6n4 3cosbn 3n - WD = 1
= e T Ao s Farctaneny - (D =1 _ 11
lim y,an = I|m — —= lim—=0<1
o » ) N=>00 ti»m] [In n)n  n-"oolnn
entonces por el criterio de comparacion, laserie dada es convergente.
Luego, por el criterio de la raiz, la serie dada converge.

IV) CRITERIO DE LA RAIZ

«n3IV2 4 2]n
Ejemplo 47.- Estudie la convergencia de la serie
00 71=1
Teorema 16.- Sea > an una serie He términos positivos, tal que lim da” = R Solucion
=il Para la serie, se verifica
Entonces:
n* "
i) Si R < 1, la serie es convergente. lim /an = lim n*n3[v2 + 2]
n —nn H =o' 3n
if) Si R > 1, la serie es divergente. .
- lim n3/n(v2 + 2) V2 + 2 I sinc_ V2 + 2
iii) Si R — 1, el criterio no decide y debe recurrirse a otro criterio. AL 33 me n = Y

Por tanto, la serie es divergente.

T
Ejemplo 44.- Estudie la convergencia de laserie U f e ) ] V) CRITERIO DE LA INTEGRAL
n=1
Solucién Teorema 17.- Sea / una funcién positiva, continua y decreciente para x > 1, y
Para esta serie, se tiene /(n) = an,Vvn 6 Nl Entonces.
00 a»
ari = }nln y i?\ - i Si ______ § n_14 la serie /(n) converge o diverge de acuerdo con que la integral
-(' J o n>t\n 4 1/ e - 1o
p
Por tanto, por el criterio de ia raiz, la serie dada es convergente, impropia j f(x)dx converge o diverge.
Ji «
“ ni°
Ejemplo 45.- Determine la convergencia o divergencia de la serie n 00
n=I ; ; ; ; ;
. Ejemplo 48.- La serie p, — converge sip > lydivergesip < 1
Solucion Jemp p ge s p y gesip
- .ge 71=1
Para la serie, se verifica Solucién
_ nin 10 n10/n X io. . 1 1
lim iim irr= lim -"—:7 I|m en n(n)—- e° =-<1
n-*+00 v n-*+00 I'n n->+co  / 7

Luego, por el criterio de la raiz, la serie converge.
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Por tanto, por el criterio de la integral, si p > 1 la serie p convergeysip < 1la

serie p diverge. Parap = 1, la serie — €S ia serie armonica que es divergente.

Ejemplo 49.- Determine si la siguiente serie converge o diverge

Solucién

X
La funcion /(x) = o = Xe~X es positivay continua parax > 1 y
I'(x) = e~x(\ —x)

Asi, /'(x) < 0,Vx > 1. Luego, la funcion / satisface las condiciones para el
criterio de la integral y se tiene
r +@® tA
xe~xdx = lim | xe~xdx = lim [2e_i QA4 1)e-j4] = Ze"1
A-"-i-co

i4->+ oo

Por tanto, la serie dada es convergente.

Ejemplo 50.- Determine la convergencia de la serie 2 . —----ry m, ---—-- 7
j m;i rmin vergencl a seri kZ_'l(fC " [)\fn(m " 7)
Soluciéon
1
La funcién /(x) = —-———— es positiva y continua parax > 1
() = D) T & qpsitivay P 4
1+ In(x + 1)

roo =- [(x + 1) In(x + 1)]2

Asi, /'(x) < 0,Vx > 1. Luego, la funcién / satisface las condiciones para el
criterio de la integral y se tiene

fie° dx fA dx
jl (x4 1In(x+ 1) #TooJ (x+ 1)In(x 4 1)

— lim_[in(n(>4 1)) - In(In 2)] = +oo0

Por tanto, la serie es divergente.

n
Z converSe 0 diverge.

SUCESIONES Y SERIES

Solucién

X
Lafuncién/ (x) = — "~ es positivay continua parax > 1y

rw =(Tr!$<0"rtsl
Luego, la funcion / satisface las condiciones para el criterio de la integral y se
tiene

jl ]—41—;1{\: alupo Jlx TI;A = &L-Ummfar(:tan(/i42) 4 = g_
Por consiguiente, la serie dada converge.

VI) CRITERIO DE RAABE

Teorema 18.- Sea i an una serie de términos positivos, tal que

n=i

limn1l e = L Entonces se tiene:

i) Si L > 1, entonces la serie es convergente.

ii) Si L < 1, entonces la serie es divergente.
iii) Si L = 1, el criterio no decide.

Ejemplo 52.- Determine si la serie es convergente o divergente.
n=1

Solucioén

Para la serie, se tiene

nH2' “nl = (ﬁTIV + 2 y = L L[_,]ego’ﬂo eSpOSIble

aplicar el criterio del cociente. Al aplicar el criterio de Raabe, se obtiene

. L 1 . 3n343rc2+n
hmn 7 -——----- = hm [ , =3>1
n-oo [ an Jin-+too (n -f 1)3 _j_2
Por tanto, la serie dada converge.
. o . ST* n3—1 .
Ejemplo 53.- Determine si laserie ~ ~ 3" ” es convergente o divergente.
n=1

Solucién
Al aplicar ei criterio de Raabe, se tiene
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n3- 1 (n+|)3- 1
a" “ 2n3+ 3" °ntl =2(n+1)3+3

a7l _ . n3- 15n2- 15n-4

lim?i | "Ln3- @M+ )3+ 3)

= = <
n—oo L an \ n-e0 0<1

Por consiguiente, la serie dada es divergente.

EJERCICIOS
Determine si las siguientes series son convergentes o divergentes.
I_n(n 4;\1)
n41)s

converge: Criterio de la integral

2- Z: Orri)iiAV + dp conver8 :CriKri0 * lain“ 8ral
cn

n + 1
Z converge

—— -———---—--—-—converge: Criterio del cociente
= 1.3.b...(2n —1)

X (4n - 3)(4rz - 1) diverge: Criterio de la integral
n=I

converge: Criterio de comparacion en el limite.

V2n - 1lin(4n 4 1)
|
ZZI

------------ converge: Criterio de comparacion.

n\
Z T~~~y converge: Criterio del cociente.

® ® _
g Y1 Inn V. corve Ven'O) ------------------
7 VR L ZiF 15 =4
=1 7121

"

o n C05z17
Z ------ —--——--converge: Criterio del cociente y comparacion.
00

12-Z nInn[In(Inn)]P Cinte8raL Converge sip > 1 divergesip < 1

71=1
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©
. YVEn (N Vv |seC7l|
14 Z Viarctan(n)
5 10 , 17
15- ?L'ﬁ 3L 2+84-2 +E2 + - diver§e-
nd+ 5n Inn
Z converge.
= Vn24- 20n + 10 + 56n
V  T7ti84 iOearctann
................................ = converge.
(In 3)n4-Vitils 4 In
\ Vri? + 2 . vV («02 .
------------ diverge. 19. > converge. C.cociente
Z | 3n34 2Vn4 8 nil(Zn)!
0
3 ni 1 ft-
Z—— diverge:c.cociente y d‘verge: C.cociente
7i=1 n=1
22V 3n-2 di - C - | limit
'Z-}mﬁl iverge: C.comparacion en el limite
71=1
° 3n4 4ud . -
23 —_ a— conver%(‘e: C.comparacion en el limite
Z—l ni 4 7n
24 '1 §_+ on Craiz 25. > 1
. converge: C.raiz >
g i KWK Tr naSEee .
By (I%Zm é\comparacmn 21. \[/ Jntk—+—3] divergere.integral
= arctan ! o .
—————— converge: Criterio de la integral
n2+1 °
ilt ¢ seTi IYJIH}\ y 12n7l
Z— —— converge 30. > ---—--- converge: C.cociente
5n 4 arctan(37i) 0 Zj Tn
Bl ~ jsen converge: C.comparacion

71=1

n
32. a) Demuestre que Jr Y dy existe, considerando la serie * kg

b) Demuestre que ~ fjn j*yfik converge>aplicando el criterio de la integral
k=2
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3 5 7 2n + 1
33- 2 N+ + 475*% +  + (n+ )*(, +2)* + " “ nV:Cln" gra'
3 /6\2 [9\3 f 3n
4'"+(7) + 0 +'"+ (sT2) +- ~verSe: Curalz
I13\1Y2 5 [7\32 /2n + 1\n/2 i
- iz
35" (i) + 2?2+ (15) + "+ (51T 1) + C:
1000.1002  1000.1002.1004 1000.1002 ...(998 + 2n)
36.. 1000+ — R — - e - 147 -:-(3— ~ e
Converge: c. cociente
2 258 25811 ...(6n-7)(6n-4)
37 1+ 159+ +159.13.17..(8n- 11)(8n- 7) +
converge: C.cociente
q) N
38.- N arcsen M7=\ diverge: C.comparacion en el limite
71=1
39- converge: C.comparaciéon n34-3n2+ 3n > n3
AT+ D(n + 2)
00 00
sr*  m 4-1
nze n convergente 41.- | » convergente
A =1

4 2 Ié:ifnz-ﬁ--&:--B;iéconvergente: C.integral

00
(lc4 1) k41 1
Z (kT 2)? CoOnveree: ¢c-“ mP"™“ i6"™ (tT 2)2* = «
=0
k 4-1 . k 4-1 1
—_- — divergente 7—pq-—--> -
In(/c 4 2) Inflc 42} e
k:Gf) L
v'%c
- Ao ?
45 .i'_'zlb —sen2’ ' (%Wﬁfge
Vicd + 1 Vica 4-1 1
Z"FIOF diverg'nK"Ftair > jHi*
)
[secn . |[secnj 1
— =— divergente — =r—> —
Zl Vi vn V7

SUCESIONES Y SERIES
7.4 SERIES ALTERNADAS

Definicion 12.- Una serie de la forma
1)

A(~I)nMadi= ai ~a2+a3~a4+ —t(“I)ntl«n+ yde laforma

71=1

®

AN(-1)nan= -Of + a2- a3+ ad+ s+ (-l)nan + oo,

71=1

donde an > 0,Vn 6 N
se denomina serie alternada.

T%())rema 19.- Teorema de Leibniz. Si una serie alternada

| I (=)n+lan = «1 ~ <2+ a3 — + (“ |)n+1"7 mm* mes tal que sus términos

L2l > a2>as>*>an>.qn > -y r%J_r&)anzo,

Jentonces la serie alternada es convergente, su suma es positiva y no supera ei j
| orimer término.

Demostracion. En las dos sumas parciales
S2n = (&I — #2) + ia3 ~"4) + W+ (q271-1 — a2n)
$2711-1 ~ al ~ (a2~ ~3) ~ (a4 —a$) — —(a2n ~ az2n+l)

todos los paréntesis son ndmeros positivos, pues an > an+l,Vn 6 ~ por
hipétesis.

En consecuencia. Ja sucesion es mondtona creciente y iia sucesién {SZ7LGL}
es monotona decreciente.

Luego. S2n >0y S2n*i < altVn EN. Puesto queS2rm = S2n  + a2,+i?
entonces 0 < S2n < S2n+l < ax,Vn 6 &
Auego. las sucesiones {S2n} y {S2n+i} estan acotadas interiormente por 0 y

superiormente por al. Por tanto, las sucesiones son convergentes, esto es.

%SZn"lz .}i')r&:(SZn -ra2nti) = .)li_;;&éZn-r Ii%n"a = Iimﬁ_?@z S

Asi. lim Sn —S, si m adopta valores impares o valores pares 0 ambos.
771—0C
X
Por consiguiente, ia serie » (- 1) n*lan converge ai valor S, donde 0 < S < %
=1
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¥ Ll

n=1

Ejemplo 54.- Determine si la serie alternada es convergente o

divergente.
Solucion
Para la serie, se tiene

=b =ATT yfi"l<a"'Vn6" y =0

n+l
Por tanto, por el teorema de Leibniz la seri‘eV> --— —-—- €S convergente

n4?2
Z (-Dn ., esconvergente o

=1
divergente.
Solucién
Para la serie, se tiene
_ _““:I'i -h__z__“ o n 4 % &n+1
n o n(n+ 1) R = wErE oy an o< VAN ENY
] . n 2 _
iy, = plimg n(n 1)

Por lo tanto, la serie dada es convergente.

Ejemplo 56.- Determine si las siguientes series convergen o divergen.

aie(™1) wVirwl

n=I n=2

Solucién

a) En muchos casos es muy Util la derivada para probar que an > an+1,Vn E fU

En este caso, se tiene
Sx + 2 _ -30x2- 24* - 20

fiy) _ - f'(x
Tv)\//) T 6x2—4" (vv) (6x2—4)2

<O.VX? 1

5n -r 2
Luego,/(n) = an = 6_n_"m"485 una funcion decreciente, esto es,

N - 5n 4-2 —
1> fimg-vn 1y wnmaﬁ T n-+o6n?—4 _O
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Por tanto, por el teorema de Leibniz la serie dada es convergente.

b) Para la funcion f(x) = x3e~x\ se tiene
f'(x) =3x2e~xJ(l -x3) < OVx > 2
Luego /(n) = n3e~n*es una funcién decreciente, esto es, an > an+1,Vn > 2
y nirlgc*an :nljmc n3e~n*=0

Por consiguiente, por el teorema de Leibniz la serie dada es convergente.

Definicién 13.- Se dice que la serie » an es absolutamente convergente si la

X n=1
LoVl
serie 'y \an\ es convergente.
n=1
Ejemplo 57.- Determine si la serie ~ es absolutamente
n=1
convergente.
Solucién
La serie [(-1)ntl—j = — =2 n €S una serie geomeétrica
n=1 n=1 7i=|

convergente. Luego, la serie dada es absolutamente convergente.

Definicion 14.- xlJna serie que es convergente, pero no absolutamente
convergente, se denomina condicionalmente convergente.

Ejemplo 58.- Determine si la serie es absolutamente convergente

71=1
o condicionalmenhte convergente.
Solucién

Como laserie » |(-1)n-j =~ - esunaserie armonica divergente, y por
=1 n=1

el teorema de Leibniz, la serie
n=i

dada es condicionalmente convergente.

~ es convergente, entonces la serie
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Teorema 20.- Toda serie absolutamente convergente es convergente, ademas,
una serie es absolutamente convergente si y sélo si, la serie formada con sus
términos positivos y la serie formada con sus términos negativos son ambos
convergentes.

La demostracion se deja al lector.

v 10sen )
Ejemplo 59.- Determine si la serie / . --------———— es convergente o
Jemp Ui TTThT 9
divergente.
Solucién

Los primeros términos de la serie son positivos, el sexto es cero, los cinco
siguientes negativos, etc. Puesto que
(nnx 10 10sen (-g-i iq 10sen (™) 10
< vol/

-1 < sen VEW)<1 nid -—r

, : 10 -
v la serie dominante —p7 es convergente, entonces por el criterio de

comparacion. 'a serie dada es absolutamente convergente. Por tanto, la serie dada
es convergente.

Ejemplo 60.- Determine ia convergencia o divergencia de ia sene

V r-iynild4stan {- p
m |jf {/n)l
a=c
Soiuciok
Por ei criterio ae* n-esimo termino ae «asene, se iiene que ia serie

y i(-i)ni4 tan (— =y, M setan [lb es divergente, pues

nJ. | ?’tz:ﬁ;

lim an — lim (4 4 tan @) 0
n—tac n— 00

Ademas, esta serie no satisface el teorema de Leibniz. Por tanto. la serie daaa. es
diverL'enit.
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CRITERIO DE LA RAZON ABSOLUTA
19}

Teorema 21.- Sea ™ an una serie infinita para la cual an * 0,Vn EN

71=1
y supongamos que lim antl r. Entonces:
n-00 i an ' '

i) Sir < 1, la serie es convergente.
i) Sir > 1, laserie es divergente o si lim ootambién diverge.

iii) Si r = 1, nada se puede concluir acerca de la convergencia.

Demostracion. Se deja al lector.

() in
71=1
Solucién
Para la serie, se tiene
an - (FiyFles aner - (L)t 1)
o gTi+ na1_1
im_t----—-—- =i 1 = <1
Ampf i = lim T n<«* 5n 5

Por tanto, por ej criterio de ia razdn absoiuta ia serie dada es convergente.

00
Z (—)n — es convergente o divergente.

71=1
Solucién

Para la serie, se tiene
e «n (1) nv. Qmd — 1) (n+1), vy

. i . (n+Dr(n+ NHn! .
lim 1------ i= 3|m—(—-—— 1 _-)----: hm =e >
71- @j an |1 71—00 [Ti-b 1)\n K 71—00

Por consiguiente, por ei criterio de la razon ia serie es divergente.

N
Ejemplo 63.- Determine si la serie converge o diverge \/ _l(—l)nTI —————— r
i+ n 4-8
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Solucién
Al aplicar el criterio de la razon, se tiene

*n+l . ZVERTIDY/n + 8x1l/ 3In-f1]/n+8\ _

lim =
n-*oo Jé—r’TEDVn+9 (vial ~

Luego, por el criterio de la razén no se puede concluir nada acerca de la
convergencia de la serie.

I (fi+9)

VX
Ahora, al considerar f(x) = ;(--J—r--ése obtiene

/ U) = <QVx>5

g~ 2%
3x2'3(x 4 9"

., CF Vi - .
Asi, / (n) —- —g = anes una funcion decreciente y an > an+l,Vn > 5

Ademas, por la regla de L’Hospital se obtiene

. . Vi . 1
lim an = lim -—-= Ilim —__ =0
n— j-00 n-f-t-con 4- 8 n—»03yn2

Por tanto, por el teorema de Leibniz, la serie dada es convergente.

EJERCICIOS
En los siguientes ejercicios determine si la serie alternada dada es convergente o
divergente o condicionalmente convergente.
J_ 1 J__ 1 1 ;
112 A TI4~4L5-~5i> :onver<iente

convergente
2V2 3V3 4V4 5v5  6V6

'1: 21 7 231 » 24,\ ” 25,\ convergente

1241 224178201 42T1 condicionaimenxe convergente

X

v 1 A\L - fit\

L2 () — n —
5 Z-j( 1) N convergente 0. >"1—1)fi"fsen

XNn+i .

Z (-1) converge: C.integral 8.~ (-1)

X1 e . . n

> ()n— diverge: Cxocientf  1C. > —-Vr cond. converg.

SUCESIONES Y SERIES

\% 3n "
conver8e; Ccoc- 1 2 .~ (-1)n+1—n" 2 diverge: C.coc.
®r-1i"-1("\n o
A4 3. n (fs ”-1
13 A - % ------- diverg.: C.coc. 4. o aps conv.: C.coc.
o n=
Z L35.. (2n —1) converg-Ccoc- ¢ T A= aeeen ¢ cond.conv.
n, n=
” .vC -iV 'rnilr”
1.4.7..(3n —2) co"wrE< mZ - (2fi)! C.coc.

0]
1?2y, (=1)n(6n2- 9n + 4)

opy ,(~I)n+1lnf|rl+ 1)
J ik

cond. Converg., descomponer en sumas  cond. Converg. C. integral

00 - 00
] abs-COnv-Crazobn 22.Y —(~* +1)  cond.conv.
t ICOZ) ¢ O(n + +1~1
24.Y c-ir-m 147- ( - 2>
“ \3n +1/ %{v 7.9.11....(2n + 52'
Abs. convergente: C. raiz diverge: C. razén
1
5Y( I - B'&/ )@m a g< ) converge
§ zi (In10)n
1-1
v> N 135 ..(2n - 1)\3
27.° (- I)nr~— 4 ——j convergente: C.razon

B (1) onee ZEHLCH

-0
Z ifiC'en + e _n) cond convcrkentc 2 + 2“n < 2en

n=1
- Y- (=0)n 1 1
Zinin2(n+ 1) *onverSe nin2M+ ~ - nini®
y (-1)nn3/? V-i f n+le~x
32'Z  (rt+ 1)! COnv-C+azon 33.Z,(_Dnl ~ dx conv.c.razon
7@1 71=1 n
@
34.~ sen (Inn) divergente 35.Y (-1)n1ll- usen iniij
n=1 \ /
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oo

1
36. > . In(nsen -) connsen —< 1 entonces Infnsen —) < 0
Z- n n \ n)
®
37.~ (d)narctan ™ j convergente: C.integral
n=1
00

38.A"T()n  —arctarlnn)) condicionalmente convergente

39.£()»[e- (1 +i condicionalmente convergente
L

n=1
00

n(n-1) m1l00 ’
Z(—l) 2 —-- cnverge: Crazén
71=1

4 ly‘ ésen

71=x

42.% l_s_g_r]__gﬁ_)l converge sen %4}]]'.e,ntonce§gsp—éilagj— < —1

1332

: 11 . y
conveiente sen —< — criterio de comparacion

L-j n n¢
71=1
@ ® N \\
Je veell mi_nsenlﬁi]
«am(-'Y) QB —
=1
(-1)kk?27K'3 sr1(-1)k
45- 4 - 2N e Q' r8e A6'L ~kbtk conver8e
A-1 COS
47.y -----——- converg 48./ (H)n+131/n diverge
(0)]
49. _ (—1)tan- cond.cnvergente. C.comparacion en el limite
Z— n
71=1
7 (-)n'ln A 2(—I)(Inn)1C0
IQQOnN 4- 106 g2
71=1 F1=1
52 v>1(-l)h«1\X/i'n condionaimente convergente
A, 100+ 1 g
71=1
53 v (~1)n+1(Vn -r 1-vn) vnt 1—Vft<
. n T W e 2n3/2
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7.5 SERIES DE POTENCIAS

Definicién 15.- Una serie infinita de la forma

00

y = a0+ axx + a2x2 + s+ akxk + mm
k=0

se denomina serie de potencias en x. donde x es una variable. Una serie de
potencias en x es lo analogo para series infinitas de lo que es un polinomio en x.

En general, una serie infinita de la forma

00

ak(x - c)k=an+a,(x - ¢) +a2(x - c)2+ «e+ ak(x - C)k + o
k=0
recibe el nombre de serie de potencias en (X - ¢) o centrada en c.

Teorema 22.- Si la serie de potencias Z nkxk es convergente paraxa O,
k-0
Entonces es convergente para todo ndmero x tal que \x\ < \xx\

Demostracion.
X

Como la serie anx" es convergente, entonces lim Gn(xx)n = O
71=0
Luego, para £t = 1 > Q3N > Q tal que |a,,x{‘| < 1, siempre que n > N
Ahora, si x es cualquier nimero talque |x|<|x, |. entonces
'x in *x f

f xn[ ’
ia,xn!= fanx{*— =|g!xj'| =i < {—_i,Vn > N
1 X"i ljcli X, 1

XI; I x 1*

< 1, entonces ia serie y&—‘][ es convergente.

Luego, por el criterio de comparacion, ia serie anxn. esaDsoiutamente
convergente para |xj < \xx\

00

A
Por tanto, la serie anxn es convergente para x, tal que jxj < \x
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Corolario 1.- Si la serie de potencias * anxn diverge para un nmero x2,
k=0

entonces diverge para todo nimero x, tal que \x\ > |x2|.

Teorema 23.- Sea » anxn una serie de potencias.
7=0

Entonces, exactamente una de las siguientes alternativas se cumple:

i) La serie converge solamente parax = 0

ii) La serie es absolutamente convergente para todos los valores de Xx.

iii) Existe un namero r > 0 tal que la serie es absolutamente convergente para

todo x para el cual |x| < r y diverge si \X\ > r.

Demostracion.

O Six=Q entonces\g/ ! anxn —a0 -f O4- s O-f = es convergente.

=0

i) Supongamos que la serie dada es convergente para x = x1? donde xt ~ 0.
entonces la serie es absolutamente convergente. Vx tal que ;x; < \xx\. Ahora,
si no existe ningun valor de x para ef cual 'a serie dada es divergente, podemos
concluir que la serie es absolutamente convergente para todo x real.

iii) Si ia serie daaa es convergente para X = Xa, aonae xx * Oy es divergente para
x = x2. donde \x2\ > \xx\: entonces, por el teorema anterior la serie es
divergente para todo x para el cual \x\ > \x2\.

Luego. \x2\ es ja cota superior de; conjunto de valores de ,x, para e! cual la
serie es absolutamente convergente.

Por tanto, por ei axioma de compietez este conjunto de nimeros reaies tiene
una minima cota superior r. tai que para toco x para e. cua’ [Xj < r. "asene es
absolutamente convergente.

En general, se tiene el siguiente teorema:
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Teorema 24.- Dada la serie de potencias i an(x ~ c¢)n
7n=0

Entonces, exactamente una de las siguientes alternativas se verifica:
i) La serie solamente converge parax = ¢
ii) La serie converge Vx GR

iii) Existe un nimero r > O, tal que la serie converge Vx para los cuales
[x —c\ < r y diverge Vx para el cual \x —c\> r

El valor de r se denomina radio de convergencia de la serie de potencias. Luego,
los intervalos de convergencia de la serie de potencias sera uno de los siguientes
intervalos:

a)l = (c-r;ctr) b)/ = (c—r;c+ 1]

c)l=[c—r\c+r) d) 1= [c—"\c 4 rj

Teorema 25.- Si para una serie de potencias » an(x —c)n se tiene
=0
Pm! - M (O< M < o00),
1001 an |
entonces ei radio de convergencia Ue la serie de potencias es

1
r—m,donder =0siM=ocyr =xsi M- O

Ejemplo 64.- Encuentre ei intervalo de convergencia de cada una de Sss
S|gmentes series de potencias.

@
V— D, Xn
. x*
3¢ (-ir<2 BX v a)Z (271X
11=0 n 71=0 71=0
A x3n 1 (x-2) (x-2)2 (x—2)n
fi- + - [ A A T n_
) %u e ™o T TE 243 3nn2
Solucmn
a) Dado que an = (-1)ny n)gD'l--?l----l' = 1 = Mfentonces el radio de

1
convergencia de ia serie esr = — = 1. Como la serie esta centradaenx = O

V1
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entonces es convergente para X tal que |[x2|< 1=R <>-1 <x < 1 Por r —= — 3. Asi, la serie converge si Ix—2l < 3» —1<x<5

tanto, el intervalo de convergencia de las series es / = (1; 1). ) )
En los extremos del intervalo (x = -1 y x = 5) las series resultantes son,

1 .
b) Para an = , Se tiene respectivamente
¢ 1 1
lim "t L S A (4 A
lim - lm3 =Q=M (—)n—y —, gue son convergentes.

=0 71=0

1 1 1 H .
Luego, el radio de convergencia de la serie esr = o 3. Ademas, la serie Por tanto, el intervalo de convergencia de la serie es / = [—1; 5]

d|v_erge para x = —3y x = 3. Por tanto, el intervalo de convergencia de la Ejemplo 65.- Determine el intervalo de convergencia de las series
seriees / = (=3; 3). . (64 - 5)an ]
c) Sea an = n, entonces r}I|>n3/ antt - nl_im/ nilz 1= M. Luego, la serie es 3 ('I r' - »I:flé(r’)),?
convergente paratodo x G/ = (-1; 1). Solucién
d) Para an = (—2)n?i "2 se tiene a) Dado que an = (_1)'V”-1Inn (/64}" y
nd 1’ (27)nn3

. aisl . (—)n+i2n+i(7i 4 3)(d 4 i) _ .
lim = lim =2=M i Jan+1|| ~ v fi3(27)nIn(n + 1) (64)m+1 %_

n->+00 n->+ 0o (H)n2n(7i 4 2)2 i _
nitoolan | n-+bo(n+ 1)3(27)"+lInti (64)« 27

Asi, el radio de convergencia de la serie esr = — = 1— En los extremos del L .
M 2 entonces ei radio de convergencia es
intervalo las series 1 27 . .
® « r = — = — .Como la serie esta centrada en x = 5, /a serie converge VX,
( INy n+2HY¥2/N W n+2n+?2 M 64
- 7 nA 27 17 23
o =Z (-yntrr tal que |[(x - 5)3] < — » — <X <—
. 17 23 .
Se comprueba facilmente que parax = — y x = — Jas series resultantes
. . . 17 23
. =0 . n=0 . convergen. Por tanto, el intervalo de convergencia de la serie es / )
divergen. Por tanto, el intervalo de convergencia de la serie dada es T;T
11 X4 3\n 1 . . , .
b) Al hacer bn = [------- ; .— y utilizar el criterio de la razon, se obtiene
1=<~2;2> 4 2]  n4
n!
D n=(-Dn—y lim ™" = 1| = lim.. . = P )
€) Dado que an = (-1)n--y lim Jm a1 T Mg =0 lim 'RF' - |im'xx|+j et sl
1 1 n~+oo i bn ! od>+oo |X 42 (ti4-1) ) IX 42
entonces el intervalo de convergencias de laserieesr = —= —= (0 .
M 0 . L ix 4 3 5
Por tanto, la serie converge Vx G Luego, la serie es convergente si ?)(—4,—2 <1l x< —
Al hacer an = , Se obtiene ®
0 3nn2 5 . y 1
Enx = —  laserie resultante i _(-1)n-r._es convergente
3nn2 2 Zj ti

lim *""" = _lim =, =
Al - Apsndr14 12 = 37 M
Por tanto, el intervalo de convergencia de la serie es/ = (-00; - -j

Luego, el radio de convergencia de la serie es
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EJERCICIOS

1.-En los siguientes ejercicios encuentre el intervalo de convergencia de la serie de

potencias dadas.

*oi> *da

n=0

(2n - 1)32*' R' 9;9]

R.(-e;e)
7.7(senh2n)xn R.i-"j;-") 8.\--((-|)n+1Xn N
R.{-1:1]
n=o e n=2 N(Inn)2
| (—)n135 .. (2n —I)x2
g 2.46.... 2.1
Ink (x —5
0 " f((:x+ 1) EXn L n
%Li n e 6

12.2~ nn(x —3)n
14. I

n*
15.Y (_i)*+iJL

16.72nsen

Y 1lcos(nx)

'‘Zj en*
711

y (1)

18.
n.3n(x —5)71

71=1

Vi
Z Bz._ 53« A <3:+00} U {-00; 1}
R.(l;+00)
R. {e;00) Sug. Serie p conv. si inx > 1

iX2r'i

R. (-00; -roo; Sug. j2nsen 3ndl ~ | 3n

2 (0; 4*00)

16 14
R. E] ;4-00) U (—oo;j;)
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AN

00
N 2n 1
o (iitt) " 1
71=1
- (n4-c)!
-77 - 377*"
| - |
7l:On.(n4 d)!
2 2

3n xn
=0

* xnl -
24.>/.xn. R.(-D1I)

n=1

\>/%1 n(x+ 3)n R.x=-3
71=1

27 v x- Dk
Z <fcH+ Tz 1)
00 ( (,,2 ‘
71=1 j 1
yen-in Mo

30 7%1 2n Inn

3/ o« g

31.¥ '(-1)"-A+_-1(X -2)"
71:_6 .
y (3n-2)(x-3)n
fn + 1)22n+l

=

y (-Dwx-3)w
(2n + )VA+T

yc-ir(|)V
4

‘Aj n41
7=0

71=1

DAy N

71=1

V1 Xn_
22*/-~71 R.<=2;2)
%_—gnSn Inn

11
R-{~313)

26) M

n=1

r 20 Ry &EHE R

R.(1;3]

R [2;4]

22
3'3
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36y (-irw (*-jr M 6;10).
Z. 2n(2n)!
n=1
4.4
'2j 135,..(2n-1) 3’3
71=1
y™ C-Hi)rfc_t Imky 2kxrk 33
a Zj 3k/c2 2'2

I1.-En cada uno de los siguientes ejercicios, determine el radio de convergencia de
las series de potencias dadas.

nizj)% Rr=2 2%4)(n4—l)2n

_1)n 22nx 2n j

V- (x + 3)n G
.Z- (5]4—|)/)2n R.r=2 4%' on R.r —-2
2 4]
“ 1 * nxn
,AM[1-(-2)n]xn Rr = - 6'%»“6}_1_ Rr=e
7= =i

®

00 - -
.\51(-|)n0 + I)n Rr-1 8 anxn,0<a<1R.r

fdo n2+1 -
(0]

- © LVl
.>_g-)l,xn R.r =4 10,y e Pr=1
;ﬂ_ fj). 7121
t y (1.35...gn-py» 12V (1+1) R.r =i
Z_rA 2.4.6,.2n) | Aj\1 nJe
n= n=

00

13. [sen (an)]xn,a>0 fi.>= +oosia = [k fce Z,r = 1sia * /oc

=0

1\ gy X AONA-NZH 4
%:.j ’ (25)nn4 5
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OPERACIONES CON SERIES DE POTENCIAS
()]
De la seccion anterior, se vio que cada serie de potencias an(x - c)n define
7n=0
una funcién / cuya regla de correspondencia esta dada por
00
[(*) =~Tan0:-c)n
7n=0

y su dominio es el intervalo de convergencia de la serie.

; Teorema 26.- Si

00
f(x) = an(x - c)n=a0+ ajoO - ¢c) +a2(x- c)2+ a3(* - c)3+ e

=0
es una serie de potencias, cuyo radio de convergencia r es no nulo, entonces en

el intervalo J = (c —r; ¢ + r) se verifica:
a) La funcion / es diferenciable y

00

/'O0 =~ nan(x - c)n~l = ar42a2(x - c) + 3as(X - C)24 e

71=1
b) La funcién f es integrable y
X 0 Ix ©
j f(t)dt =Y ij an(i-c)"dt =y "~ (x-c)n+l|x-c! <r
0 =0 -° =0

1¢)/(x) y / (n)(x) son continuas para todo n G N.

0]
Ejemplo 66.t La serie de potencias XN es convergente para [Xj < 1, pues
71=0
es una s%r)ie geométrica y su suma es
1
XL- 1+x+x2+Xx34—hxnd— = ——- S x| < 1
. 1—x

Cuando se reemplaza en esta serie x por - X, se tiene
®

Y ( X)n=1- X+X2- X3+ et (-1)""" + o= ——— 5i|x| <1
;;1-_!) 1+x

y si se reemplaza en la serie dada x por x 2,,se obtiene
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@® (0 @®

TIXn Vel Xn Xn
1-X 2" X <1 B i o _
n=0 - =L (iT—i)i= ¢iix= /(x)-Entonces f(x) = eX
De la misma manera, si se reemplaza en la serie dada x por —x 2, resulta

00
Ejemplo 71.- Encuentre una representacion en serie de potencia de e~x
y (-1)nx2n=1- X2+ X4- X6..+ (H)nx2n+ e = — L - | |x| < 1

o 14+ * Solucion
En el ejemplo 70, al hacer el cambio de x por - x, se obtiene
x3 a5 x7 ~
Ejemplo 67.- Muestre quearctan* = X - — + ———— - - S\ <1 e-x =1 _ x + X2_ X3, e 1(— I')pi .. VXGM
213 n!
Solucién

De la serie del ejemplo 66, se tiene —
Ejemplo 72.- Encuentre una representacion en serie de potencias de f e—1°dt

1ex T 2=1- X2+ X4- X6+ ...+ (-1)nx2n+ -, si|x| < 1 Jo
. S S . Solucién
Al integrar esta serie término a término, se tiene
—)nxn
arctanx —x X3 rX5X7f - (hnxr ,Vx G IR Al reemplazar x por t2, resulta
b I+ 3 75T Y
f2_, » t4 t6 ... t2”

Ejemplo 68.- Aproxime arctan hasta el tercer lugar decimal e =1=" +21- 32+ -+ (-ir7ir+-

., Luego,
Solucién

* 2 x3 x5 X7 (-1)nx2n+l

. X3 xs x7

Del ejemplo 67, arctan X = X - — + —-—-—+ ees Entonces JOG dt=*_T +215_3I7+"* + nl(2n + 1) +

Ejemplo 73.- Obtenga una representacion en serie de potencias de In(1 -+ x)
Solucién

Sea/(t) =" - =1—t+1t2- t3+ ee+(-l)nEn+ eeo;si |t| < 1
Ejemplo 69.- Obtenga una representacion en serie de potencias de

L, (1-x)2 Luego, por el  teorema 26 c) se obtiene
Solucién
De! ejemplo 66, se tiene rx dt X2 x3 x4 XN+l .
=In(l +x) = X ——F ——-- —4 oo+ (-1 )M H— ,six\< 1
1 o ) : J0 1+t 2 3 4 n41
f(x) = = =H 0 ji2+- +xilt eeesi\\ <1
1-—X 1/2
Ejemplo 74.- Calcule aprox. con tres cifras decimales el valor de € v e *t2dt
Jo
r2. s i Solucién
Oﬁ =1+ X+ _2?+3r * _n‘i]'" Del ejemplo 72, se tiene
n=
Solucién A
0o . e}?dt:1 111 ! h e
o ) ) | 2 24 320 5376
— , donde su dominio es el intervalo de convergencia {—o0; -foo)
7=0 = 0,5- 0,04117 40,0081 - 0,0002 + s+ = 0,4614
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Teorema 27.- Dadas las series de potencias
@® )]

[(*) =" anxn y g(x) =" bnxn,se verifica:

=0 O
08} 00
i)/(ex) = ancnxn U)fWzxg(x) ="~ (anz bn)xn
n=0 n=0

iii)/(x).5(x) =" cnxn ,dondeen="aibn.i
i=Q

Ejemplo 75.- Encuentre una serie de potencias de x que sea convergente a la

_, In(1+x)
funcion--------- —
1 4x
Solucién
Las series potencias de las funciones/(x) = In(l 4x) y g{x) = -~ 2son
respectivamente
In(l a24-X3 x4 ! 1 24 x4- x64
+ = - — ——————— 1 e _ = - - o0
N+x) =X 5 &gy vy = 5L x2axd-x

Luego, al multiplicar estas series, se obtiene
AN THF g
EJERCICIOS

L- En cada uno de los siguientes ejercicios, encuentre una serie ae potencias de .
que converja a la funcién dada y determine el radio de convergencia.

a.  24-23x 4-3.4x2+ 4.5x3i— )
X) ¢

cosa: R 1 x2 x3 13 , 13 -

[ —X + —————— J— _ o00

1+x A R R YRRV

X2 Sx4 o
C. secx R 14— 4- oo, (use divis.)
1—x
(j ______________ NG X° XN NGOY
—X -rX
he X 3n(l 4x)
S —=x)(l 4x2 (i-x)2 2~X

2 - En los siguientes ejercicios, se define una funcién / por una serie de potencias.

Encuentre el dominio de/.
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X \—>» YL

-j b.f(x) =Y —
n= E£rivn
_(2n—1)! ‘W7 W - p -n3

3.- En los siguientes ejercicios calcule el valor de la integral dada con 4 decimales
de aproximacion.

a. f e~x2dx R. 0,7468
Jo
r. 4 farctanx N

b. I g(x)dx ,donde g(x) = x 1X*0 /2. 0,2483
Jo 1, x =0

e* - 1 .
1 f(x)dx ,donde/(x) =j * , 8¥AQ A 1,.3179
1, six=0

".6. SERIES DE TAYLOR Y MACLAURIN

Una funcién definida por una serie de potencias posee derivadas de todos los
ordenes que se pueden obtener al derivar la serie de.potencias término a término
de acuerdo al teorgoma 26 a).

Si/(*) =~ ak(x- c)k,Vxe (c-r;c +r),donder esel radio de
k=c
convergencia, entonces resulta

M = E/ jiak(x-c)k 1. f'(x) =2~ ~u>(x ~ c)k' 2,en general
= o fes?

[ (N)(x) = gy/ic(/c- 1) ..(k-n +1ak(x- c)k~-n,Vx £ (c- r;c+r)

La funcion / y sus derivadas tienen todas el mismo radio de convergencia de
acuerdo con el teorema de derivadas de series. Al evaluar !a funcién / y sus
derivadas en el nimero c, se obtiene

/(c) = a0, f(c) =av f"Cc) = 2a2,yengeneral/ (n,(c) = nla,,

/ (n)(c
Asi, an = —(L) para cada entero positivo n y Saserie de potencias que

representa a/ esta dada por
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") (e w0200,

Z(x) =/(c) +/'(c)(x - ¢c) +

fAn\c)(x —c)n

Definicion 16.- La serie de potencias que representa a la funcion / dada por
f"(c : [<">(c)(x-c)"
1) =1(e) +I(e)(x - Q)+~ "7 (x- ©)2+ 4 i

se denomina desarrollo de / en serie de Taylor alrededor de x = c.

Definicién 17.- Si ¢ = 0, se obtiene el desarrollo de / en serie de Maclaurin
alrededor de ¢ —0, esto es,

/"(0) , / ()(0)xn v 1 (n)(0)*1

|
71=0 n!

Ejemplo 76.- Encuentre la serie de Maclaurin para/(x) = ex
Solucién
Las derivadas sucesivas de /(x) Yy sus valores en x = 0 son
/(x) = e* /(0) =1
['(x) = e*- /(0) =1

I(n)(x) = I(nm(0) =1

Por tanto, la serie de Maclaurin de /(x) = e* es

I(x) = 1(0) +/'(0)x +/L(¢?lx’ DO

00
e*:l+x+)<2+)<3 Xn \lﬂ

2 3 ni . —Kni

71=0

Ejemplo 77.- Determine la serie de Maclaurin para/(x) = sen x
Solucién
Las derivadas sucesivas de /(x) Yy sus valores en x = 0 son
/(x) = senx /(0) =0
/'(x) = cosx I'0) =1
f"(x) = -senx /"(0) =0
/ (3)(x) = - cosx /1 (3)(0) = -1
! (4)(x) = senx ! (4)(0)
A(5)(x) = cosx I"(0) =

|
— O
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Por consiguiente, el desarrollo de /(x) = sen x en serie de Maclaurin es

X3 x5 XT7' X 2n+l
/(X) =senx=X- —+—- — +
(2n + 1)!

n=0

Ejemplo 78.- Encuentre el desarrollo de /(x) = Inx en serie de Taylor alrededor
dex = 1

Solucién
Las derivadas sucesivas de /(x) y sus valores en x = 1 son
/(x) = Inx /(1) =0
I'"(*)=1 ')y =1
(i) = -i
I®(x) =4 /I (3)(1) = 2
[ (nN)(x) = (-1)n IC»)(i) = (H)”n!

Luego, el desarrollo de /(x) = Inx en serie de Taylor alrededor de x = 1es

, WL -1 ) -~ +3fiL|ff-,_+(-« «n«+

71=1

Esta serie converge Vx E (0; 2] y diverge para x > 2.

Ejemplo 79.-Encuentre el desarrollo de /(x) = cosx en seriede Taylor
alrededor de x = «r.

Solucién

Las derivadas sucesivas de /(x) y sus valores en x = zr son
/(x) = cosx [(w) = -1
/'(x) = -sen X /'(w) =0
/"(x) = - cosx /"00 =1
yr(3)(x) _ 5en” =0
N(4)(x) = cosx fA\n) = -1

Por tanto, el desarrollo de /(x) = eos x en serie de Taylor alrededor de x = «r s
fo) =-i + C D25 o (Y HE (X
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(x —7r)2n

n=0
La serie converge VX 6 IRL

Ejemplo 80.- Encuentre la serie de Maclaurin para /(x) = ex y especifique el
intervalo de convergencia.

Solucién

La serie de Maclaurin de g(x) = e* encontrada en el ejemplo 76 es

00
x2 x3 Xn v 1
n=0
Al sustituir x por x2 en la serie de ex. se obtiene la serie de Maclaurin para
/(x) = ex\ esto es

[(*) =<I(*2) =1+ *2+ +"7+ +—r + "
El intervalo de convergencia de la serie es /= (-00; +00>

Ejemplo 81.- Determine la serie de Maclaurin para /(x) = co0s2x
Solucién
Las derivadas sucesivas de g(x) = cosx y sus valores en x = 0 sor,

g{x) = cosx 5(0) =1

g'(x) = -senx gr{f0) = 0

['(*) = -cosXx #7(0) = 44

g'3)(x) =senx &3j(0) =0

gyd(x) = cosx A0 = 1

Por consiguiente, el desarrollo de g(x) = cosx en serie de Maclaurin es
V-2 y*4 y.6 y8 1 X 2rl
flfW = cosx = 1 =N (-1)n—
n=0

+ cos(2x

1 1.1
Como/(x) = cos"x = -------- = --1 -c0S(2X), e(nto)nces ai sustituirx

por 2x en la serie de eos x resuita

1 2x2 23x4 2hxb
2" 2 7 2! 4

Ejemplo 82.- Determine el desarrolio de /(x) = cos(Vx - 3) en serie de
potencias en torno ax = 3.

Solucién

Al sustituir x por x —3 en la serie de Maclaurin de eos x. se tiene
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Cs(t-3)=1-< ~ +iiz I1-< ~ +CLL2>! ..
2! 4 6! 8!
Luego, al reemplazar x - 3 por VX - 3 en esta serie se obtiene

f(x) = cos(VX - /3y ="1=t-sa-28 QR 2(2 1 3 (4 304
pl 41 6! 8!
La serie converge para todo x > 3.

Ejemplo 83.- Encuentre la serie de Maclaurin para/(x) = (1 + x)a, donde a es
un namero arbitrario y halle su radio de convergencia.

Solucién

Las derivadas sucesivas de /(x) y sus valores en x = 0 son
/(x) = (1+Xx)a /(0) =1
['(x)=a(l-x)“1 ['(0) = a

/"(x) = a(a- 1)(1 +x)a~2 ["(O) = a(a- 1)

[ (n,(x) a(a-1)..(a- n+ 1)(1+ x)a_n

1(")(0) a(a-1)..(a- n+1)
Por tanto, la serie de Maclaurin para esta funcion llamada serie binomial esta dada
por

f(x) =g +x)a:i+ax+"—2|ili!+...+a(a | n+1)*n
| n!
Para encontrar el radio de convergencia, se aplica el criterio de la razén, esto es

lim A 15 I | a_—ni
?1->+ co - I’]—"Lg]m\n + ]__1|X| - |X|

Ahora, la serie es convergente si |x| < 1y divergente si |x| > 1. Luego, su radio

de convergenciaesr = 1

Ejemplo 84.- Halle la serie de Maclaurin para/(x) = Vi + x = (1 + x)1/2
Solucién

1
Al sustituir a = - en la serie binomial, se obtiene

I(x) = (1 +x)2

=1+2X 2! 2+ " A — - AXn o+ -
-1+v A~ , (-iri1kK3)-(2nn-3)
2 222! 2nn!
429



CALCULO 1l

A (—)n+il(3) ..|2n - 3|

1+2 n 1"l < 1
n=I

Ejemplo 85.- Halle la serie de potencias para/(x) = In(x 4 Vi 4 x2) en torno a
x = 0.

Solucion

Para la funcién /(x) = In(x 4 +x2),setiene/'(x) = -====

Asi, para encontrar la serie de potencias de /, solo es necesario encontrar la serie
de potencias para/'(x) = (14- x2)“1/2e integrar término a término.

Al sustituira = — y x por x2en la serie binomial, se tiene
9-1/, 1 .,1(3) t(—l)n1(3) . (22 —1) ,
(1 4-X2) 12 = 1 _ZX 2 4 55 X4 e e e
Si x2 <1
Por tanto, al integrar término a término se obtiene
r* i
f(x In(x + Vi + *2) = j===-.dt
09 = n )= | U
. x3 t I(3)x5 ke o r( 1)n1(3) ... (2n - 1)Y 2n+14__
2(3) 22(5)2! 2n(2n 4 1)n!

Ejemplo 86.- Encuentre la serie de potencias para /(x) = aresen X en potencias
de x y determine su radio de convergencia.
Solucioén

1
Para la funcién /(x) = aresen X, se tiene que /'(x) = V = = (1 —x2)-1/2
La serie binomial paraf\x) es
X2

f\x):(l-*’)*/*—|+| ? + - +...,si|*|<1
Luego, la serie de potencias de /(x) = aresen X es

f(x) = aresen x

fx

At - Xb 8 g b T4 i W < 1
= . - — 4 —Xasd— x e si WX\ <
0 —- 6 40 336

El radio de convergencia de la serieesr = 1.

SUCESIONES Y SERIES

EJERCICIOS

En cada uno de los siguientes ejercicios, encuentre la serie de potencias para las
funciones dadas y muestre su radio de convergencia.

00

2. VX en potencias de x —4

1 v~-(-1)n_11.3.5...(2n-3)(x-4)n
R 2+ifr-4) +2 " 2.4.6... (2n)4n
S=2

n .
3. eos x en potencias de X ——

1 1 / m 1/ 7T\2
RI2~2yf(XrV ~ "1 (X~V #1270 (X" 3) +-"r=+0°

9 /| 1y (-1 (2x)2n
4. sen x en potencias de x ?.= ( ) (2x)
2 Z_J (2n)!
71=1
2n ”
5. tan x en potencias de x — R —----%-—— 12
=0
. V x4 1)n
6.1 nlx| en potencias de x 4 1 R. >i B Jr=1
1=1
- 271+1
yA— —
71=0
™ X@7l
8. cosh x en potencias de x n.n
neo (2M)!
1 —cosx v’\l(—l)n+1x2n 1
9, - en potencias dex - 2 M- ,F =
71=1

10. 4x4 —15x34 20x2 —IOx 4 14 en potencias de x 4 1
R 63 - 111(x 471) 4-89(x + 1)2-31(x4- 1)3+4(x 4 1)4

1 1 sen2x en potencias de x 12. %))(en potencias de x

3. (1)(:)6;)“246)2&; potencias de x RY ('%_"'3‘4— (-1)n2n+1) xn

Sug. Descomponer en fracciones parciales
1 2

do or
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14, x* —2x2 —5x —2 en potencias de x 4 4
R.—8 4 59(x 44) —14(x 4 4)24 (x4 4)3, r = 0

1
15.- en potencias de x - 1 RY (_i)"(x_ n(0 <x<2)
n=0
16'~ en P°tencias dex + 1 R) (n+D(x+1)n, (-2 <x<0)
n=0

1
17.—2|—I§r} c[j)f)tencw\s dex 44

RPAT(2-"-1- S-H-"Cx + 4)n, (-6 <x < -2)
n=0
v (—l)n 162 - 1)x2n+i_ r _ +0

18 sen X en potencias dex 1J|
(2n + 1!

M=0
19.- Use la serie binomial para encontrar expansiones de las siguientes funciones
en potencias de x. Determine los radios de convergencia.

oo

1

(TTJP «.¢(-IHn +D*" r .|
n=0
X
b. A c. VX438
Vi —X5
N -
x(lz(-\ x)?/f" hn §>x-30x (;2+—3x + - -9--1--§~5 (2n S)XZI r=4
16 23{r|_~lhn

____1___ ,,,l_l| 1 X4 X4 . 1.3xs ~ 1.3.5x12 \ o
V16 4 x4 n 216 2122162 3123163 r~

f. in(VI + x2-x)

20.- Aproxime cada una de las siguientes integrales definidas con 4 cifras
decimales.

rl/2 roi
a. I sen (x2dx R.0,0415 b. | In(l +sen x)dx /?.0,0048
f1l fl ~ COSX
c. I g(x)dx ,donde”™(x) Six*0 g 2397
(O six =0
f1"4
d | Vxsenxdx /2.0,0124 e. J sendex R. 0,23385
°0 Jo
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