Estimacion puntual




El Problema de |la Estimacion

Se busca precisar una caracteristica totalmente
desconocida de la poblacion a partir de los datos
obtenidos sobre una muestra.

Por ejemplo:

Estimar el porcentaje de votantes a favor de cierto
candidato.

Estimar la duracion promedio de un producto.
Estimar l|la variabilidad de una caracteristica de
calidad en la fabricacion de un articulo.

Estimar la rentabilidad promedio de una accion



Dada una v.a. X, de la que suponemos conocido el modelo de distribucion
que sigue, buscamos informacion sobre los parametros (6) del mismo;
buscamos un valor concreto para 6.



Estimacion Puntual

Dada una v.a. X, de la que suponemos conocido el
modelo de distribucion que sigue, buscamos
iInformacion sobre 6

Sea @ un parametro desconocido.

Un estimador puntual HA es una funcion que depende
de la muestra.

Una estimacion puntual es el valor de la estadistica
de la muestra correspondiente.

@zé(xl,xz,...,xn)




Estimadores puntuales

Ejemplo: Sea una muestra aleatoria simple,
) ST SN , X de una poblacion con (u, ).

Estimador de la media poblacional: es la
media muestral "y
p=x=2

i=1 N
Estimador de la varianza poblacional: es la
varianza muestral

R




Ejemplo

X: numero de llamadas diarias por el movil que hace un joven.

Suponemos X~ P(A).

Antes de obtener los datos (n)

Después de obtener los datos (n=39)

Xi, ..., Xn son v.a. independientes con distribucion
P(A).

Resultado de la muestra:
{1,0,3,2,...2} e R

Estadisticos:
X +..+X

Media muestral: X =
n

(X, -X)’ +..+(X, - X)°
f

Varianza muestral: V =

Maximo: Max(X,..... X))

Valor del estadistico:

=1.250641 € R
= 1.47368 e R

Estimadores:
A*=X ; A=V

Estimacion de A:
L-AF¥=125641€e R
h-4"=1.47368e R




Ejercicio
Sea X, Xz, ..Xn una m.a.s. de una poblacion que se distribuye como una N(e,g) con
parametros desconocidos ¢{Son estadisticos las siguientes opciones?

a) x,—a i=l.n
b)ox, + ox,
C)x, i=1.n

d)x; +x; —e®

e}’% i=1..n

NY(x, -5



Muestra Aleatoria

Sea X una v.a. con densidad fx g(z).
Si Xy, X5,..., X, es una muestra aleatoria (independiente) de la variable X,
la distribucion conjunta esta dada por:

fIL,IE,...,Xn,E{II!IE! ey L) = fX1,H'[-Tl) ' fI&,B{IE} SEETI fxn,ﬂ(fﬂn]'
Se cumple:
in (xi) — f(x)
E(X,) = E(X)
V(X;)=V(X)



Método de Estimacion Puntual

Método de Maxima Verosimilitud

Sea (z, f9), # € © un modelo estadistico. La funcion de densidad (o probabilidad) de r, consi-

derada como funcion de # para cada z fijo y conocido, se denomina funcién de verosimilitud y se
denota por:

L(8,z),0 € B,z fijo

Intuitivamente, el estimador de # que denotaremos por éEMF es aquel valor de # que maximiza la

probabilidad de generar las observaciones x;. Asi, el estimador de Maxima Verosimilitud (EMV)
de @ es tal que:

L(Ppyy,z) = I}leaé{ L(8, )




Como es lo mismo maximizar L(#, z) que su logaritmo, el valor de fg)y puede calcularse deri-
vando £(#, ) con respecto a # e igualando a cero. Es decir:

dL(6,2) L
a9 8=bpuv
0 bien
dlogL(f, z) _0
7 8=6E v
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Ejercicio

Supongamos que los tiempos de fallos de ciertas
componentes electronicas, X, provienen de una
distribucion exponencial de parametro 6. Dada

una muestra de n componentes, obtenga el
E.M.V. de 6.
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Solucidén
La funcidn de densidad es:

folx) = e siz>0conf >0

Y se dispone de los tiempos de fallo de n
componentes elegidas al azar Xy, X,,..., X.

La funcion de verosimilitud esta dada por:

L(zy,....2n,0) = 0" exp{—0 ) 2}
i=1
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Resolviendo la ecuacion de verosimilitud

%IHLEEL..”IH,EJ = 9

se concluye que el EMV para 6 por este
procedimiento viene dado por

1

é::.
X
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Ejercicio
Sean X, X,,...., X,, v.a. iid con densidad:

flz,)=(0+1)2° ,0<z<1
Encuentre el EMYV de .
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Solucidn

T

Lz, 0) = J](B+1)a]
i=1
= (0+1)"]] 2
i=1
((z;,0) = nlog(8+1)+6) logz,

i=1

i f(z;,0) = i —|—Zlmg;?:i
i=1

08 041



Igualando a cero

r -
\ E]_'_]_ +;lﬂgi’;

n-+ (64 IJZlng;’ci

i=1

7 Zﬂ: log x;
i=1

Ii:';IJ:."-'EL:!".-"
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Ejercicio
Sea X — N{u,o), con p desconocido. Seleccionada una m.a.s.

X1, ..., Xn, con realizacién z, ..., z,, Encuentre el EMYV de 0.
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Solucidn

Por el método de maxima verosimilitud:

Lu(z1,.zn) = |] fulai)=
=1
- 1 — (@ —p)?
—— e 2o
2mo
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1 — 5
In Ly (21, ., ®a) = —5=5 (=i = #)° = nln(v2m0)

=1

0 1
E InL,(x1, -, xn) = FZ{mg_ — ) =

=1

T — T

— =0 = u==x

19



Propiedades de jos estimadores de maxima verosimilitud

"~

Si 8 es EMV de o para una m.a.s. de tamafio n, entonces:

Si g(x)es biyectiva, g(ﬂﬂ“) es estimador de méaxima verosimilitud de g(8).

Sin—oo, E(H:) — & (es asintoticamente centrado)

Sim—oo, V(@)—v_ ,siendo v la minima varianza posible

(es asintoticamente eficiente)

9 -8
Si #—oo, —2—== N(0,1) (es asintéticamente normal)
NLCH

Es decir, asintdticamente tienen todas las propiedades “deseables™ de los estimadores.

20



Realizada la estimacion de un parametro cabe
preguntarse:

e ; Es exacta la estimacion?
» (Es probable que la estimacion sea alta o baja?

e ;Con otra muestra se obtendria el mismo resultado, o
bastante diferente?

e ¢(La calidad de un procedimiento de estimacion mejora
bastante si la estadistica de la muestra es menos variable e
Insesgada a la vez?
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Propiedades deseables de los
estimadores

Insesgamiento

Se dice que un estimador es insesgado (o centrado) si la esperanza del
estimador coincide con el parametro a estimar. En caso contrario se dice que

es sesgado.

Ejemplos: E(é) — ‘9

o

2

La media muestral X es un estimador centrado de E(X)

Por tanto,

o SiX-~P(i), A*=X es un estimador centrado para 4.
o SIiX~Nu,s) p*=X es un estimador centrado para s..

La varianza muestral V no es un estimador centrado para V(X)=g".

—1
De hecho, El[l.~""}=jlﬁir—f::-'2
n

Por tanto,

o SiX~P(i), A'=V no es un estimador centrado para 4.
22



Consistencia
Se dice que un estimador es consistente si se aproxima cada vez
mas al verdadero valor del parametro a medida que se aumenta el
tamafno muestral.

PI[(8—0) > ] — 0 n— 0, &>0

La distribucion del estimador se concentra mas alrededor del
verdadero parametro cuando el tamano muestral aumenta.
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Eficiencia

Es claro que un estimador sera tanto mejor cuanto menor
sea su varianza, ya que se concentra mas alrededor del
verdadero valor del parametro. Se dice que un estimador
iInsesgado es eficiente si tiene varianza minima.

Ejemplo

o La varianza muestral V es mas eficiente que la cuasivarianza muestral s

-

I _1-131 = V(V) :[

W2
_1 "
" ] 1(S?) , por tanto V(¥) < V(S?)

Como WV 2(
- H

0
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Error Cuadratico Medio

La distancia entre el estimador y el parametro a estimar puede
medirse mediante los que se denomina el error cuadratico medio,
que se define como el valor esperado del cuadrado de la

diferencia entre el estimador y el verdadero parametro.
ECM (0) = E(6 - 0)°
El ECM es importante ya que puede escribirse como
ECM (0) = VAR (0) + [0 - E(O)]

una es la varianza del estimador y otra el cuadrado del sesgo.

Ejemplo: Se puede demostrar que ECM(V) > ECM (S2 ) para n>2.
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Ejemplo

Sean Y}, Y5, ..., Y, variables aleatorias iid N (i, c?) y fi; es el estimador de p

T

A 2 o
H = -n{-n—kljzﬂi

i=1

JEs este estimador insesgado?.
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Solucidén

Para probar insesgamiento: E'(f;) = p

- 2 .
E(fn) = E(n(n—l— 5 Zm)

= — (E(}q) +2E(}3)+...+HE{m)

= — (,L,:.—I—Qp.—l—...—l—?lp:-)

= nn 1) (1—|—2—|—...—|—n) .

2 =
- n(n+41) .#.;?




Ejercicio
Sean Y7, Y5, ..., ¥, variables aleatorias iid N (u,02) y &2 es el estimador de o°
5= Ly - %y
n&t
=1

{Es insesgado?.
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Solucidon

0is7) =5 [2 3007 =8 [ 150t -] = L S - ]

i=1

o? w
Var [X;| = E [X7] —-E[X;]° = E[X?] =0® + 42

ﬁr[fj:E_F:"_—E[,:ﬂ [}:]__ﬂ,ﬂ

n

I o _
85" = L Y ) - (5 +4) =t - Lo g ="t
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Ejercicio
Sean Y7, Y5, ..., ¥, variables aleatorias iid N (u,02) y &2 es el estimador de o°
5= Ly - %y
n&t

SI

a? : a
=1

T a ~4X n—1

Obtener el valor esperado y la varianza de S?
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Solucidon

como

ns? I X;-X\’
_n=2( UI) """X?;—l

o =1

tenemos

5]t o wi-nta

Var [§]=2{n—1} < Var [§?] =

31



Ejercicio

La v. a. X sigue distribucion U(0, 6), donde 6 es un
valor positivo y desconocido. Se extrae una m. a. s.
de tamano n (n>2). {Dado los estimadores siguientes

de 0, /Cuales de los siguientes errores cuadraticos
medios son correctos?

lej:;fj_—l-...—l-xn TE=_:{-1 T3=2j=211+...+;fn_
T

!

\ .
ECM(Ti)={%= ECM(Ty) =% ECM(T:) = "

12
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